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Μονάδες



1. Θεωρούµε τη µέθοδο (Μονάδες 10)

Yn+1 = Yn + h {αf(xn, Yn) + βf(xn+1, Yn+1)} , όπου α+ β = 1, 0 ≤ α, β ≤ 1, α ̸= β,

για την επίλυση του προβλήµατος αρχικών τιµών y′ = f(x, y), y(a) = y0.

(α΄) Για την ανωτέρω µέθοδο:

(i) Να ϐρεθεί το τοπικο σϕάλµα αποκοπής.
(ii) Να διερευνηθεί η σύγκλιση.
(iii) Να διερευνηθεί η ευστάθεια της σε σχέση µε την εξίσωση

y′ = λy, λ < 0.

(ϐ΄) Να εϕαρµοσθεί η διανυσµατική µορϕή της ανωτέρω µεθόδου στο πρόβληµα αρχικών
τιµών:

y′′ − y = x, y(0) = 0, y′(0) = −1, (1)

και να ϐρεθούν τα σϕάλµατα για το y και το y′ στα σηµεία x1 = h και x2 = 2h.

2. Θεωρούµε τη µέθοδο Runge­Kutta (Μονάδες 10)

k1 = hf(xn, Yn)

k2 = hf(xn + γh, Yn + δk1)

Yn+1 = Yn + A1k1 + A2k2.

για την επίλυση του προβλήµατος αρχικών τιµών y′ = f(x, y), y(a) = y0.

(α΄) Να ϐρεθούν οι σχέσεις µεταξύ των γ, δ, A1 και A2 ούτως ώστε το τοπικό σϕάλµα απο-
κοπής της µεθόδου να ελαχιστοποιείται. Ποία είναι η ϐέλτιστη τάξη της µεθόδου ;

(ϐ΄) Στην περίπτωση που A2 = 1 να εϕαρµοσθεί η διανυσµατική µορϕή της ανωτέρω
µεθόδου Runge­Kutta στο πρόβληµα αρχικών τιµών (1) και να ϐρεθούν τα σϕάλµατα
για το y και το y′ στα σηµεία x1 = h και x2 = 2h.



3. (Μονάδες 10)

(i) ∆ίδεται το πρόβληµα συνοριακών τιµών

y′′ + y′ + y = x2 + 2x+ 2, x ∈ [0, 1], y(0) = 0, y(1) = 1. (2)

(α΄) Αν xj = jh, j = 0, 1, 2, 3, 4 όπου h = 1
4
, να δοθεί το αντίστοιχο πρόβληµα

διαϕορών συνοριακών τιµών που προκύπτει απο προσεγγίσεις πεπερασµένων
διαϕορών.

(ϐ΄) Να δοθεί το σύστηµα που προκύπτει.
(γ΄) Να ϐρεθεί το σϕάλµα στα σηµεία του πλέγµατος.

(ii) Αντί του προβλήµατος (2) ϑεωρούµε το πρόβληµα

y′′ = 6, x ∈ [0, 1], y′(0) = 0, y(1) = 3. (3)

(α΄) Αν xj = jh, j = −1, 0, 1, 2, 3, 4 όπου h = 1
4
, να δοθεί το αντίστοιχο πρόβληµα

διαϕορών συνοριακών τιµών που προκύπτει απο προσεγγίσεις πεπερασµένων
διαϕορών.

(ϐ΄) Να δοθεί το σύστηµα που προκύπτει.
(γ΄) Να ϐρεθεί το σϕάλµα στα σηµεία του πλέγµατος.


