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ΟΝΟΜΑ :

΄Ασκηση 1 2 3 Βαθµός

Μονάδες



1. (Μονάδες 10)

(i) Να δοθούν οι τύποι των τριών µονοβηµατικών µεθόδων (άµεση Euler, έµµεση Eu­
ler, Μέθοδος του κανόνα του τραπεζίου) για την επίλυση του προβλήµατος αρχικών
τιµών

y′ = Ay + g(x), y(0) = α, (1)

όπου A σταθερός N ×N πίνακας.

(ii) Να ϐρεθούν τα τοπικά σϕάλµατα αποκοπής των µεθόδων όταν αυτές εϕαρµόζονται
στο πρόβληµα αρχικών τιµών (1).

(iii) Να αποδειχθεί ότι η µέθοδος του κανόνα του τραπεζίου συγκλίνει.

(iv) Θεωρούµε το πρόβληµα αρχικών τιµών

y′′ − 2y′ + y = x2 − 4x+ 2, y(0) = y′(0) = 0. (2)

Το πρόβληµα (2) να µετατραπεί σε σύστηµα πρώτης τάξεως της µορϕής (1).

(v) Να ϐρεθεί το σϕάλµα (σαν συνάρτηση του h) στο σηµείο x1 = h για την κάθε
µέθοδο για τα y και y′.

2. Θεωρούµε τη µέθοδο Runge­Kutta (Μονάδες 10)
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για την επίλυση του προβλήµατος αρχικών τιµών y′ = f(x, y), y(a) = y0.

(i) Να ϐρεθεί το τοπικό σϕάλµα αποκοπής της µεθόδου.

(ii) Βρίσκοντας φράγµα για το ολικό σϕάλµα να διερευνηθεί η σύγκλιση της ανωτέρω
µεθόδου.

(iii) Να διερευνηθεί η ευστάθεια της ανωτέρω µεθόδου σε σχέση µε την εξίσωση
y′ = λy, λ < 0.

(iv) Θεωρούµε την ανωτέρω µέθοδο για την επίλυση του προβλήµατος αρχικών τιµών
(2). Να ϐρεθεί το σϕάλµα (σαν συνάρτηση του h) στο σηµείο x1 = h για τα y και
y′.



3. (Μονάδες 10)

(i) ∆ίδεται το πρόβληµα συνοριακών τιµών

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = r(x), x ∈ [0, 1], y(0) = α, y(1) = β.

(α΄) Αν xj = jh, j = 0, 1, . . . , N, όπου h =
1

N
, να δοθεί το αντίστοιχο πρόβληµα

διαϕορών συνοριακών τιµών που προκύπτει απο προσεγγίσεις πεπερασµένων
διαϕορών.

(ϐ΄) Να δειχθεί ότι από την ανωτέρω διακριτοποιήση λαµβάνουµε ένα σύστηµα της
µορϕής Ay = b, όπου ο A είναι τριδιαγώνιος πίνακας. Να δοθούν τα στοιχεία
του πίνακα A και του διανύσµατος b σαν συναρτήσεις των h, α, β, p(xi), q(xi)
και r(xi), i = 1, . . . , N − 1.

(ii) ∆ίδεται το πρόβληµα συνοριακών τιµών

y′′ − 2y′ + y = x3 − 6x2 + 6x, x ∈ [0, 1], y(0) = 0, y(1) = 1.

(α΄) Αν xj = jh, j = 0, 1, 2, 3, 4, όπου h =
1

4
, να δοθεί το αντίστοιχο πρόβληµα

διαϕορών συνοριακών τιµών που προκύπτει απο προσεγγίσεις πεπερασµένων
διαϕορών.

(ϐ΄) Να δοθεί το σύστηµα που προκύπτει.
(γ΄) Να ϐρεθεί το σϕάλµα στα σηµεία του πλέγµατος µε ακρίβεια πέντε δεκαδικών

ψηϕίων.


