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Κεϕάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 ∆ιαϕορικές εξισώσεις και συνθήκες

΄Ενα απλό παράδειγµα συνήθους διαϕορικής εξισώσεως είναι η εξίσωση της µορϕής

d y

d x
= f (x, y)

όπου η f είναι δοθείσα συνάρτηση των x και y.
Για παράδειγµα, f (x, y) = x5 +ecos x tan y.

Ο σκοπός µας είναι, από τη διαϕορική εξίσωση και από άλλες πληροϕορίες που σχετίζονται µ’αυτήν να
προσδιορίσουµε τη λύση y = g (x). Σ’αυτή, η εξαρτώµενη µεταβλητή y εκϕράζεται σαν συνάρτηση της
ανεξάρτητης µεταβλητής x.

Το Ϲεύγος
d y1

d x
= a1(x) y1 +b1(x) y2 +c1(x)

d y2

d x
= a2(x) y1 +b2(x) y2 +c2(x)

είναι σύστηµα συνήθων διαϕορικών εξισώσεων.

Οι πιο πάνω διαϕορικές εξισώσεις είναι πρώτης τάξεως αϕού η πρώτη είναι η υψηλοτέρας τάξεως παράγω-
γος που εµϕανίζεται. Μια αντίστοιχη συνήθης διαϕορική εξίσωση δευτέρας τάξεως έχει τη µορϕή

d 2 y

d x2 = f (x, y,
d y

d x
).

Σηµειώνουµε ότι υπάρχουν διάϕοροι συµβολισµοί για τις παραγώγους :

d y

d x
= y ′,

d 2 y

d x2 = y ′′,
d 3 y

d x3 = y ′′′,
d 4 y

d x4 = y (i v),
d 5 y

d x5 = y (v), . . . ,
d 12 y

d x12 = y (xi i ).

∆ιαϕορετικά γράϕουµε d n y
d xn = y (n). Η πιο πάνω διαϕορική εξίσωση δευτέρας τάξεως γράϕεται και στη

µορϕή y ′′ = f (x, y, y ′).
Η διαϕορική εξίσωση της µορϕής y ′ = f (x, y) λέγεται λελυµένη, ενώ η µορϕή ϕ(x, y, y ′) = 0 λέγεται πεπλεγ-

µένη. Η δεύτερη µορϕή είναι προϕανώς πιό γενική. Στο µάθηµα αυτό ϑα µας απασχολήσουν διαϕορικές
εξισώσεις λελυµένης µορϕής.

1



2 Κεϕάλαιο 1. Εισαγωγή

Για να ορίζεται η λύση κατά µοναδικό τρόπο χρειαζόµαστε επιπλέον πληροϕορίες που σχετίζονται µε
τη διαϕορική εξίσωση. Για να ϐρούµε τη λύση µίας διαϕορικής εξισώσεως τάξεως n, χρειαζόµαστε n

συνθήκες.

Παράδειγµα: Η διαϕορική εξίσωση τετάρτης τάξεως y (i v) = 1 έχει γενική λύση την

y = x4

24
+ A

x3

6
+B

x2

2
+C x +D, A,B ,C ,D ∈R.

Αυτό µπορούµε να το δούµε εύκολα ολοκληρώνοντας τέσσερεις φορές.

Η γενική αυτή λύση περιέχει τέσσερεις σταθερές. Για να τις προσδιορίσουµε χρειαζόµαστε τέσσερεις
συνθήκες. Προϕανώς, ο προσδιορισµός των τεσσάρων µεταβλητών µας δίνει µια µοναδική λύση.

Οι πιο απλές συνθήκες σ’αυτό το παράδειγµα ϑα ήταν ο προσδιορισµός των τιµών των y ′′′, y ′′, y ′ και y σε
κάποιο σηµείο x = a. Αυτό ϑα µας έδινε τέσσερεις γραµµικές εξισώσεις για τις σταθερές A,B ,C και D.

΄Ενα πρόβληµα στο οποίο όλες οι συνθήκες δίδονται στο ίδιο σηµείο (συνήθως το αρχικό σηµείο του
διαστήµατος που µας ενδιαϕέρει) λέγεται πρόβληµα αρχικών τιµών. Οι συνθήκες λέγονται αρχικές

συνθήκες.

΄Ενα χαρακτηριστικό των προβληµάτων αρχικών τιµών είναι ότι αν όλες οι παράγωγοι του y είναι πεπερα-
σµένες στο σηµείο x = a, τότε µπορούµε εύκολα να υπολογίσουµε την τιµή του y στο σηµείο x = a +h,
όπου το h είναι µικρό, από το ανάπτυγµα Taylor

y(a +h) = y(a)+h y ′(a)+ 1

2
h2 y ′′(a)+ . . .

Για παράδειγµα, στην εξίσωση δευτέρας τάξεως y ′′ = f (x, y, y ′), ο προκαθορισµός των τιµών των y και y ′

στο x = a µας δίνει αµέσως το y ′′(a). Επίσης, παραγωγίζοντας τη διαϕορική εξίσωση έχουµε

y ′′′ = ∂ f

∂x
+ ∂ f

∂y
y ′+ ∂ f

∂y ′ y ′′,

και όλες οι ποσότητες στο δεξιό µέρος είναι γνωστές στο x = a.

΄Οταν οι συνθήκες δεν δίδονται όλες στο ίδιο σηµείο, τότε το πρόβληµα λέγεται πρόβληµα συνοριακών

τιµών και οι συνθήκες λέγονται συνοριακές συνθήκες. Συνήθως οι συνθήκες δίδονται στο αρχικό και
το τελικό σηµείο του διαστήµατος που µας ενδιαϕέρει (δηλαδή στο σύνορο του διαστήµατος).

Για την εξίσωση y ′′ = f (x, y, y ′) οι πιο απλές συνοριακές συνθήκες είναι οι

y(a) =µ, y(b) = ν,

όπου οι µ κα ν είναι δοσµένοι αριθµοί. Πιο γενικά ϑα µπορούσαµε να έχουµε

α0 y(a)+α1 y ′(a) =µ, β0 y(b)+β1 y ′(b) = ν

ή ακόµη και

α0 y(a)+α1 y ′(a)+α2 y(b)+α3 y ′(b) =µ, β0 y(a)+β1 y ′(a)+β2 y(b)+β3 y ′(b) = ν.

Οι συνθήκες στις δύο πρώτες περιπτώσεις λέγονται διαχωρισµένες σε αντίθεση προς τη τρίτη περίπτωση
όπου λέγονται µη-διαχωρισµένες.



1.2. Γραµµικές και µη-γραµµικές διαϕορικές εξισώσεις 3

Στην περίπτωση του συστήµατος
y ′

1 = a1(x) y1 +b1(x) y2 +c1(x)

y ′
2 = a2(x) y1 +b2(x) y2 +c2(x)

οι διαχωρισµένες συνθήκες είναι της µορϕής

α0 y1(a)+α1 y2(a) =µ, β0 y1(b)+β1 y2(b) = ν

ενώ οι µη-διαχωρισµένες συνθήκες είναι της µορϕής

α0 y1(a)+α1 y2(a)+α2 y1(b)+α3 y2(b) =µ, β0 y1(a)+β1 y2(a)+β2 y1(b)+β3 y2(b) = ν.

Για εξισώσεις τρίτης τάξεως ϑα µπορούσαµε να έχουµε από µία συνθήκη σε τρία διαϕορετικά σηµεία αλλά
συνήθως έχουµε δύο συνθήκες σε ένα σηµείο και µία σε άλλο σηµείο.
Προϕανώς µία εξίσωση πρώτης τάξεως οδηγεί υποχρεωτικά σε πρόβληµα αρχικών τιµών.

1.2 Γραµµικές και µη-γραµµικές διαϕορικές εξισώσεις

Η γενική µορϕή γραµµικής διαϕορικής εξισώσεως n−τάξεως ειναι

y (n) +an−1(x) y (n−1) +·· ·+a1(x) y ′+a0(x) y = f (x).

Η γενική µορϕή γραµµικής διαϕορικής εξισώσεως δευτέρας τάξεως είναι

y ′′+a1(x) y ′+a0(x) y = f (x),

και για την επίλυση της εξετάζουµε την οµογενή εξίσωση

y ′′+a1(x) y ′+a0(x) y = 0.

Αυτή έχει δύο γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις y1 και y2, και η γενική λύση της οµογενούς εξισώσεως είναι
η

yc (x) = A y1(x)+B y2(x)

όπου οι A και B είναι αυθαίρετες σταθερές.
Η λύση αυτή (η yc ) λέγεται συµπληρωµατική συνάρτηση της (µη-οµογενούς) εξισώσεως.
Οποιαδήποτε λύση yp της µη-οµογενούς εξισώσεως λέγεται ειδική λύση και η γενική λύση της µη-
οµογενούς εξισώσεως δίδεται από την

y(x) = yp (x)+ yc (x) = yp (x)+ A y1(x)+B y2(x),

όπου οι τιµές των A και B ϐρίσκονται από τις συνθήκες.

Παράδειγµα: ΄Εστω το πρόβληµα αρχικών τιµών

y ′′− y = 1, y(0) = 0, y ′(0) = 1.

Η συµπληρωµατική συνάρτηση είναι η yc (x) = Aex +Be−x και µία ειδική λύση η yp (x) = −1. Η γενική
λύση είναι η y(x) = −1+ Aex +Be−x , όπου οι αρχικές συνθήκες ικανοποιούν τις A +B = 1 και A −B = 1,
δηλαδή A = 1 και B = 0.
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Παράδειγµα: Για την εξίσωση τετάρτης τάξεως y (i v) = 1 οι ανεξάρτητες λύσεις είναι οι

y1(x) = 1, y2(x) = x, y3(x) = x2, y4(x) = x3,

και µία ειδική λύση η yp (x) = 1
24 x4.

Στις µη-γραµµικές διαϕορικές εξισώσεις, η y ή κάποιες παράγωγοί της δεν εµϕανίζονται πλέον µόνο
γραµµικά.

Επίσης, δεν υϕίστανται πλέον οι έννοιες της αντιστοίχου οµογενούς εξισώσεως ή της συµπληρωµατικής
συνάρτησης.

Παράδειγµα: Η λύση της µη-γραµµικής εξίσωσης y ′ = x3 y2 είναι η y =− 4
x4+A

όπου το A είναι σταθερά.

Παράδειγµα: Η λύση της y ′ = y−x
y+x δίδεται από την log(x2 + y2)+2tan−1( y

x ) = A.

1.3 ΄Υπαρξη και µοναδικότητα

΄Εστω ότι εξετάζουµε το πρόβληµα αρχικών τιµών

y ′ = f (x, y), x ∈ [a,b], y(a) =α.

Τότε,

Θεώρηµα Αν η f ∈ C ([a,b]×R) και επιπλέον ικανοποιεί τη συνθήκη του Lipschitz ως προς τη δεύτερη

µεταβλητή, οµοιόµορϕα ως προς την πρώτη, το πρόβληµα αρχικών τιµών έχει µοναδική λύση.

Σηµείωση Η συνάρτηση f (x, y) ικανοποιεί τη συνθήκη του Lipschitz ως προς τη δεύτερη µεταβλητή,
οµοιόµορϕα ως προς την πρώτη, αν υπάρχει L (η σταθερά Lipschitz) τέτοια ώστε

| f (x, y1)− f (x, y2)| ≤ L |y1 − y2| ∀ y1, y2 ∈ R, x ∈ [a,b].

Παρόµοια, το πρόβληµα αρχικών τιµών

y (n) = f (x, y, y ′, . . . , y (n−1)), x ∈ [a,b], y(a) =α0, y ′(a) =α1, . . . , y (n−1)(a) =αn−1,

έχει µοναδική λύση αν η συνάρτηση f έχει την κατάλληλη συµπεριϕορά.

Παράδειγµα: Στο πρόβληµα αρχικών τιµών

y ′ = 3y
2
3 , x ∈ [0,1], y(0) = 0,

έχουµε f (x, y) = 3y
2
3 και

| f (x, y1)− f (x, y2)| = |∂ f

∂y
(x,ξ)| |y1 − y2| = 2

ξ
1
3

|y1 − y2|.

Το ξ−
1
3 δεν είναι φραγµένο σε κανένα διάστηµα που περιέχει το y = 0, δηλαδή η συνθήκη Lipschitz δεν

ικανοποιείται σε τέτοιες περιοχές. Πράγµατι, το πρόβληµα έχει άπειρες λύσεις :

y(x) = 0, x ∈ [0,c], y(x) = (x −c)3 x ∈ [c,1] ∀c ∈ [0,1].
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Παράδειγµα: Εξετάστε το πρόβληµα αρχικών τιµών: y ′ = 2
p

y , x ∈ [0,1], y(0) = 0.

Για προβλήµατα συνοριακών τιµών η κατάσταση είναι πιο περίπλοκη. Μια γραµµική εξίσωση µε τον
κατάλληλο αριθµό συνοριακών συνθηκών µπορεί να έχει µία, πολλές ή και καµία λύσεις.

Παράδειγµα: Η εξίσωση y ′′+ y = 1 έχει τη γενική λύση y = 1+ A sin x +B cos x.

• Οι συνθήκες y(0) = 0, y(π2 ) = 0 δίνουν A =−1,B =−1 (µοναδική λύση).

• Οι συνθήκες y(0) = 0, y(π) = 2 δίνουν τη λύση y = A sin x −cos x +1 που ικανοποιεί το πρόβληµα για
κάθε A.

• Οι συνθήκες y(0) = y(π) = 0 δεν ικανοποιούνται από καµία λύση.

Παράδειγµα: Να ϐρεθούν δύο λύσεις του προβλήµατος συνοριακών τιµών

y ′′+ y = 1, y ′(0) = (y(0))2, y(
3π

2
) = 0.

(Απάντηση: y = 1+ sin x, y = 1+ sin x −2cos x.)

1.4 Μαθηµατικές και αριθµητικές µέθοδοι επίλυσης

Στην αριθµητική επίλυση µίας διαϕορικής εξίσωσης ο σκοπός µας είναι η εύρεση αριθµητικών τιµών του
y για συγκεκριµένες τιµές του x.
Η παρουσίαση της λύσης µπορεί να γίνει ως εξής :

• Με πίνακα που να περιέχει συγκεκριµένες τιµές του x µε τις αντίστοιχες υπολογισµένες τιµές του
y. Ενδιάµεσες τιµές µπορούν να ϐρεθούν από τον πίνακα µε µεθόδους παρεµβολής.

• Με γραϕική παράσταση του y ως προς το x.

• Με µία απλή (προσεγγιστική) συνάρτηση της µορϕής y = g (x), αν µία τέτοια απλή λύση υπάρχει.

• Με τον υπολογισµό των συντελεστών c0,c1, . . . ,ck σε προσέγγιση της µορϕής
y = c0 +c1x +·· ·+ ck xk .

Προηγουµένως δόθηκαν οι αναλυτικές λύσεις ορισµένων απλών παραδειγµάτων. Στην πράξη δυστυχώς
σπάνια µπορούµε να ϐρούµε τέτοιες αναλυτικές λύσεις σε προβλήµατα που µας ενδιαϕέρουν. Επίσης,
πολλές φορές ακόµη και αν ϐρεθεί η αναλυτική λύση, είναι τόσο περίπλοκη που δεν έχει πρακτική αξία.

Παράδειγµα: Η διαϕορική εξίσωση y ′ = 2y
1−x4 έχει λύση την y = A

√
1+x
1−x etan−1 x . Για κάθε τιµή του x ∈ (−1,1)

µπορούµε εύκολα να ϐρούµε την αντίστοιχη τιµή του y.

Παράδειγµα: Η διαϕορική εξίσωση y ′ = 2y
1−x4 +x έχει λύση την

y =
√

1+x

1−x
etan−1 x {B +

∫
t

√
1− t

1+ t
e− tan−1 t d t }.

Για τιµές του x ∈ (−1,1) η εύρεση του αντίστοιχου y είναι εξαιρετικά δύσκολη.
Σηµείωση. Σε αντίθεση προς τις αναλυτικές µεθόδους, οι αριθµητικές µέθοδοι δίνουν διαϕορετικές
µορϕές για διαϕορετικές συνθήκες. Οι συνθήκες επηρεάζουν τους υπολογισµούς από την αρχή.

Σηµείωση. Οι αριθµητικές µέθοδοι για την επίλυση των εξισώσεων
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• y ′ = 2y
1−x4

• y ′ = 2y
1−x4 +x

• Γενικότερα y ′ = f (x, y)

είναι ϐασικά οι ίδιες.

1.5 Εξισώσεις διαϕορών

Υπάρχει µία πολύ στενή σχέση µεταξύ διαϕορικών εξισώσεων και εξισώσεων διαϕορών. Σε πολλές αριθµη-
τικές µεθόδους που ϑα εξετάσουµε, ϑα λύνουµε εξισώσεις διαϕορών για την εύρεση προσεγγιστικής λύσης
διαϕορικών εξισώσεων.

Μία εξίσωση διαϕορών πρώτης τάξεως εχει τη µορϕή

yn+1 +αn yn =βn , n = 0,1, . . . ,

όπου τα αn και βn είναι (γνωστές) ακολουθίες. Για την εξεύρεση λύσης χρειαζόµαστε µία αρχική συνθήκη.
Συνήθως αυτή δίδεται από το y0. Σ’αυτή την περίπτωση, υπολογιστικά η λύση ϐρίσκεται επαναληπτικά
από τον τύπο

yn+1 =βn −αn yn , n = 0,1, . . . .

Παράδειγµα: Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος : yn+1 −16 yn = 2, y0 = 0.

Μία εξίσωση διαϕορών δευτέρας τάξεως έχει τη µορϕή

yn+1 +αn yn +βn yn−1 = γn , n = 1,2, . . . ,

όπου τα αn , βn και γn είναι (γνωστές) ακολουθίες. Τώρα χρειαζόµαστε δύο συνθήκες. Αυτές µπορούν να
είναι αρχικές συνθήκες, π.χ. να δίδονται τα y0 και y1 ή συνοριακές συνθήκες, π.χ. να δίδονται τα y0 και
y20. Στην πρώτη περίπτωση η εξίσωση διαϕορών µε τις αρχικές συνθήκες αποτελούν πρόβληµα αρχικών

τιµών ενώ στη δεύτερη, η εξίσωση διαϕορών µε τις συνοριακές συνθήκες αποτελούν πρόβληµα συνοριακών

τιµών.

Η γενική λύση της
yn+1 +αn yn +βn yn−1 = γn , n = 1,2, . . .

είναι µορϕής ανάλογης προς την αντίστοιχη γραµµική διαϕορική εξίσωση δευτέρας τάξεως. Συγκεκριµένα,
η γενική λύση γράϕεται ως

yn = y (p)
n + A y (1)

n +B y (2)
n

όπου το y (p)
n είναι µία ειδική λύση και τα y (1)

n , y (2)
n είναι δύο γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της οµογενούς

εξισώσεως διαϕορών
yn+1 +αn yn +βn yn−1 = 0, n = 1,2, . . . .

Για να ϐρούµε τα y (1)
n , y (2)

n , στην περίπτωση της εξίσωσης διαϕορών µε σταθερούς συντελεστές

yn+1 +α yn +β yn−1 = 0, n = 1,2, . . .



1.5. Εξισώσεις διαϕορών 7

δοκιµάζουµε λύσεις της µορϕής y (1)
n = mn

1 και y (2)
n = mn

2 . Αυτό δίνει την χαρακτηριστική εξίσωση

m2 +α m +β= 0,

εκ της οποίας προσδιορίζονται τα m1 και m2. Στην περίπτωση που m1 = m2 = m το y (2)
n = n mn .

Παράδειγµα: Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος : yn+2 −a2 yn = an , y0 = 0, y1 = 0.

Υπολογιστικά, η επίλυση του προβλήµατος αρχικών τιµών

yn+1 +αn yn +βn yn−1 = γn , n = 1,2, . . . ,

y0 =µ, y1 = ν,

είναι πολύ εύκολη. Απλά χρησιµοποιούµε τον αναδροµικό τύπο

yn+1 = γn −αn yn −βn yn−1, n = 1,2, . . .

µε τον οποίο µπορούµε να ϐρούµε διαδοχικά τα y2, y3 κ.λ.π.

Υπολογιστικά, η επίλυση του αντιστοίχου προβλήµατος συνοριακών τιµών (µε γνωστά τα y0 και yN , για
παράδειγµα) δίνει τριδιαγώνιο σύστηµα N −1 γραµµικών εξισώσεων µε N −1 αγνώστους y1, y2, . . . , yN−1,
της µορϕής



α1 1 0 · · · 0

β2 α2 1
...

0
. . . . . . . . . 0

... βN−2 αN−2 1

0 · · · 0 βN−1 αN−1





y1

y2
...

yN−2

yN−1

 =



γ1 −β1 y0

γ2
...

γN−2

γN−1 − yN

 .

Υπολογιστικό Παράδειγµα 1: Στο πρόβληµα αρχικών τιµών

yn+1 − 9

4
yn + 1

2
yn−1 = 0, y0 = 4

3
, y1 = 1

3
,

η χαρακτηριστική εξίσωση είναι m2− 9
4 m+ 1

2 = 0, που δίνει m1,2 = 2, 1
4 . Η γενική λύση είναι yn = A 2n+B 1

4n .
Από τις αρχικές συνθήκες, έχουµε ότι A = 0, B = 4

3 , εποµένως η λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών
είναι η yn = 4

3
1

4n . Η λύση yn που προκύπτει από την yn = 4
3

1
4n και από την αναδροµική σχέση δίδεται στο

Σχήµα 1.1.

Υπολογιστικό Παράδειγµα 2: Στο πρόβληµα αρχικών τιµών

yn+4 −2 yn+2 + yn = 0, y0 = y1 = y2 = 0, y3 = 1,

η χαρακτηριστική εξίσωση είναι m4 −2m2 +1 = 0, µε ϱίζες m1 = 1 (διπλή) και m2 =−1 (διπλή). Η γενική
λύση είναι η

yn = A 1n +B n (1n)+C (−1)n +D n (−1)n .

Από τις αρχικές συνθήκες, έχουµε ότι η λύση του προβλήµατος είναι η

yn = 1

4

(−1+n + (1−n) (−1)n)
.

Η λύση yn που προκύπτει από την ανωτέρω έκϕραση και από την αναδροµική σχέση δίδεται στο Σχήµα
1.2.
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Σχήµα 1.1: Η λύση του παραδείγµατος 1 σε κλειστή µορϕή και µε την αναδροµική σχεση

Ασκήσεις

1. ∆είξτε ότι το πρόβληµα αρχικών τιµών

y (n) = f
(
x, y, y ′, . . . , y (n−1)) , y(a) =α1, y ′(a) =α2, . . . , y (n−1)(a) =αn ,

µπορεί να γραϕεί ως πρόβληµα αρχικών τιµών για ένα σύστηµα n εξισώσεων πρώτης τάξεως.

2. Από το πρόβληµα αρχικών τιµών

y (i v) = 1, y(1) = 1, y ′(1) =−1, y ′′(1) = 0, y ′′′(1) = 1,

γράψτε το ανάπτυγµα Taylor για το y(1+h), h > 0. Συγκρίνετε το αποτέλεσµα µε την τιµή της λύσης
στο x = 1+h. Σχολιάστε.

3. Βρείτε τους πρώτους πέντε όρους του αναπτύγµατος Taylor στο x = h για τη λύση του προβλήµατος
αρχικών τιµών y ′ = 1+ y2, y(0) = 0.

4. ∆ίδεται το πρόβληµα αρχικών τιµών y ′′+a1(x) y ′+a0(x) y = f (x), µε µία των αρχικών συνθηκών την
α0 y(a)+α1 y ′(a) =µ, α1 ̸= 0. ∆είξτε ότι το ανάπτυγµα Taylor της λύσης στο σηµείο x = a+h, µπορεί
να εκϕρασθεί συναρτήσει µόνο του y(a).

5. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών

y ′′′ = x +1, y(0) = y ′(0) = y ′′(0) = 1.

6. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών

y ′ = z, z ′ =−y, y(0) = 0, y(
π

2
) = 1.

Τι συµβαίνει όταν οι συνθήκες γίνονται y(0) = 0, y(π) = 1;
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Σχήµα 1.2: Η λύση του παραδείγµατος 2 σε κλειστή µορϕή και µε την αναδροµική σχεση

7. Να ϐρεθεί η γενική λύση της εξίσωσης διαϕορών

yn+3 −3yn+2 +3yn+1 − yn = 0.

8. Να ϐρεθεί η λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών

yn+2 − yn+1 − yn = 0, y0 = 0, y1 = κ, κ> 0.

Να ϐρεθεί το όριο lim
n→∞

yn+1

yn
.

9. Να επαναληϕθεί η προηγούµενη άσκηση µε y0 = 1, y1 = 1
2 (1−p

5).

10. Να λυθεί το πρόβληµα αρχικών τιµών

y ′ = x3 y2, y(0) = 1

4
.

Τι συµβαίνει όταν η αρχική συνθήκη είναι : (ι) y(0) = 0, (ιι) y(0) =−1 ;
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Κεϕάλαιο 2

Ανάλυση ευαισθησίας λύσεως

2.1 Εισαγωγή

Στα περισσότερα φυσικά προβλήµατα δεν γνωρίζουµε όλα τα δεδοµένα ακριβώς. Αυτά προέρχονται από
µετρήσεις ή ϐρίσκονται πειραµατικά και ως εκ τούτου δεν είναι πολύ ακριβή. Στο κεϕάλαιο αυτό ϑα
διερευνήσουµε τον τρόπο µε τον οποίο αυτές οι ανακρίβειες (αβεβαιότητες) επηρεάζουν τα αποτελέσµατα.

Συγκεκριµένα, αν η λύση ενός προβλήµατος εξαρτάται από ένα δεδοµένο c µε τη σχέση x = f (c), τότε µία
αβεβαιότητα δc στο c ϑα δηµιουργήσει σϕάλµα µεγέθους δx ≈ d f

dc δc στο x. Ο λόγος είναι ότι αν το δc

είναι µικρό f (c +δc) ≈ f (c)+ f ′ δc. Το δc ϑα µπορούσε να είναι είτε αρνητικό είτε ϑετικό οπότε γράϕουµε

|δx| ≈ |d f

dc
δc|.

΄Οταν το x εξαρτάται από πολλά δεδοµένα, το κάθε ένα από τα οποία έχει µία µικρή ανακρίβεια, τότε
έχουµε κάτι το ανάλογο.
Αν για παράδειγµα

x = f (a,b,c),

τότε

δx ≈ ∂ f

∂a
δa + ∂ f

∂b
δb + ∂ f

∂c
δc

ή

|δx| ≤ |∂ f

∂a
δa|+ |∂ f

∂b
δb|+ |∂ f

∂c
δc|.

Οι σηµαντικές ποσότητες στις πιο πάνω σχέσεις είναι οι παράγωγοι που πολλαπλασιάζουν τα δεδοµέ-
να για να δώσουν την ανακρίβεια στη λύση. Ο προσδιορισµός αυτών των παραγώγων λέγεται ανάλυση
ευαισθησίας.

Παράδειγµα: Αν το αποτέλεσµα που έχουµε για τη λύση x είναι 10.359 και το |δx| ≈ 0.024, τότε το ακριβές
x ϐρίσκεται µεταξύ των 10.335 και 10.383.

Στην πράξη αυτό που έχει περισσότερη σηµασία δεν είναι η απόλυτη αβεβαιότητα |δx| αλλά η σχετική
αβεβαιότητα |δx

x |.

11
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Αν η απόλυτη αβεβαιότητα είναι µικρή, λέµε ότι το πρόβληµα είναι απολύτως εγγενώς ευσταθές. Αντίθετα
αν αυτή είναι µεγάλη, το πρόβληµα είναι απολύτως εγγενώς ασταθές. Αντίστοιχα, αν η σχετική αβεβαιότητα
είναι µικρή ή µεγάλη, λέµε ότι το πρόβληµα είναι σχετικώς εγγενώς ευσταθές ή ασταθές.

Επίσης όταν η λύση µας εξαρτάται από πέραν του ενός δεδοµένα µπορεί να έχουµε ευστάθεια ως προς
ορισµένα δεδοµένα και αστάθεια ως προς άλλα.

Πρέπει να τονίσουµε ότι η εγγενής αστάθεια που περιγράψαµε µέχρι στιγµής συνδέεται µε το πρόβληµα
που εξετάζουµε και είναι ανεξάρτητη της µεθόδου που χρησιµοποιούµε για να το επιλύσουµε. Αργότερα,
ϑα µελετήσουµε αστάθειες που προέρχονται από τις µεθόδους που χρησιµοποιούµε για την επίλυση του
προβλήµατος. Αυτές οι αστάθειες λέγονται επαγωγικές.

2.2 Απλό παράδειγµα ευαισθησίας λύσης

Εξετάζουµε το πρόβληµα αρχικών τιµών

y ′′ =− g

(V cosα)2 , y(0) = H , y ′(0) = tanα

που περιγράϕει κάποιο πρόβληµα ϐολής. Η λύση δίδεται από το

y =− g x2

2(V cosα)2 +x tanα+H = f (g ,V ,α),

δηλαδή η λύση εξαρτάται από τα δεδοµένα g , V , α. Από το

δy ≈ ∂ f

∂g
δg + ∂ f

∂V
δV + ∂ f

∂α
δα,

έχουµε ότι στο x = D, που είναι το σηµείο που µας ενδιαϕέρει

δy ≈ −D2

2(V cosα)2 δg + g D2

V 3 cos2α
δV + D

cos2α

(
1− g D tanα

V 2

)
δα.

Για να αναλύσουµε την ευαισθησία του προβλήµατος αυτού πρέπει να εξετάσουµε τη συµπεριϕορά των
συντελεστών των δg , δV και δα στον πιο πάνω τύπο.

2.3 Εξισώσεις µεταβολών

Στο πρόβληµα αρχικών τιµών της προηγουµένης παραγράϕου, µπορέσαµε να ϐρούµε τις παραγώγους
∂ f
∂g , ∂ f

∂V και ∂ f
∂α εύκολα επειδή γνωρίζαµε την αναλυτική λύση του προβλήµατος. Αν δεν γνωρίζουµε τη λύση

χρειάζεται να επιλύσουµε τις εξισώσεις µεταβολών για τις πιο πάνω µερικές παραγώγους. Συγκεκριµένα,
συµβολίζοντας µε yg το ∂y

∂g κ.λ.π. πρέπει να λύσουµε τα προβλήµατα αρχικών τιµών

• y ′′
g =− 1

(V cosα)2 , yg (0) = 0, y ′
g (0) = 0,

• y ′′
V = 2g

V 3 cos2 α
, yV (0) = 0, y ′

V (0) = 0,

και
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• y ′′
α =− 2g tanα

(V cosα)2 , yα(0) = 0, y ′
α(0) = sec2α.

Συνήθως οι πιο πάνω εξισώσεις µεταβολών επιλύονται αριθµητικά.

Παράδειγµα: Η εξίσωση µεταβολών (µε την ανάλογη αρχική συνθήκη) για το πρόβληµα αρχικών τιµών

y ′− y2 = 1, y(0) =λ,

ως προς το λ είναι
y ′
λ−2y yλ = 0, yλ(0) = 1.

Παράδειγµα: Παρόµοια για το πρόβληµα αρχικών τιµών

y ′− y sinλ= 1, y(0) =λ,

δίνει
y ′
λ− yλ sinλ− y cosλ= 0, yλ(0) = 1.

Σηµειώστε ότι και στα δύο πιο πάνω παραδείγµατα πρέπει πρώτα να λύσουµε το πρόβληµα αρχικών τιµών
για το y (αριθµητικά) για να µπορέσουµε να λύσουµε το πρόβληµα µεταβολών αϕού αυτό περιέχει εκτός
του yλ και το y.

2.4 Εγγενής αστάθεια γραµµικών εξισώσεων διαϕορών: Προβλή-

µατα αρχικών τιµών

2.4.1 Προβλήµατα πρώτης τάξεως

΄Εστω ότι εξετάζουµε το πρόβληµα αρχικών τιµών

yn+1 +αn yn =βn , y0 =α.

Το σϕάλµα δyn που εισάγει στο yn µία αβεβαιότητα δα στο α, δίδεται από το δyn ≈ d yn
dα δα. Ο συντελεστής

ϐρίσκεται από το πρόβληµα µεταβολών

d yn+1

dα
+αn

d yn

dα
= 0,

d y0

dα
= 1

ή µε το συµβολισµό zn = d yn
dα ,

zn+1 +αn zn = 0, z0 = 1.

Το zn είναι η συµπληρωµατική συνάρτηση (µε z0 = 1). Από την εξίσωση µεταβολών έχουµε ότι z1 =−α0 z0 =
−α0, z2 =−α1 z1 =α1α0, και γενικά

zn = (−1)n αn−1αn−2 · · ·α1α0,

που είναι και η ποσότητα που πολλαπλασιάζει το δα.

Υπολογιστικό Παράδειγµα 1: Εξετάζουµε το πρόβληµα αρχικών τιµών

yn+1 −10 yn =−3

2
n − 4

3
, y0 =α.
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Η γενική λύση είναι η yn = 1
6 (n + 1) + (α− 1

6 )10n . Μία αβεβαιότητα δα στο α προκαλεί αβεβαιότητα
δyn ≈ 10n δα στο yn . Ακόµη και για µικρές τιµές του δα, το δyn αυξάνει πολύ γρήγορα. ΄Οµως αυτό
που µας ενδιαϕέρει είναι το σχετικό σϕάλµα δyn

yn
. Αν το α− 1

6 ̸= 0, τότε το σχετικό σϕάλµα είναι µικρό και

το πρόβληµα είναι σχετικώς εγγενώς ευσταθές. Στην περίπτωση όµως που έχουµε α = 1
6 το πηλίκο δyn

yn

αυξάνεται εκθετικά και το πρόβληµα είναι σχετικώς εγγενώς ασταθές.

2.4.2 Οµογενή προβλήµατα δευτέρας τάξεως

Εξετάζουµε τώρα το οµογενές πρόβληµα αρχικών τιµών δευτέρας τάξεως

yn+1 +αn yn +βn yn−1 = 0, y0 =α, y1 =β.

Αϕού η εξίσωση διαϕορών είναι οµογενής, η γενική λύση είναι απλά η

yn = A1 y (1)
n + A2 y (2)

n ,

όπου τα y (1)
n και y (2)

n είναι γραµµικώς ανεξάρτητες λύσεις της εξίσωσης διαϕορών. Ας επιλέξουµε τα y (1)
n

και y (2)
n ούτως ώστε να ικανοποιούν τις αρχικές συνθήκες y (1)

0 = 1, y (1)
1 = 0 και y (2)

0 = 0, y (2)
1 = 1, αντίστοιχα,

τότε η ανεξαρτησία των λύσεων είναι εγγυηµένη (γιατί ;). Με αυτές τις ανεξάρτητες λύσεις, A1 = α και
A2 =β. Προϕανώς τα y (1)

n και y (2)
n είναι οι λύσεις των εξισώσεων µεταβολών ως προς τα α και β.

Το σϕάλµα δyn που προκαλείται στο yn από αβεβαιότητες δα και δβ στα α και β, αντίστοιχα, είναι

δyn ≈ δα y (1)
n +δβ y (2)

n .

Το σχετικό σϕάλµα είναι
δyn

yn
≈ δα y (1)

n +δβ y (2)
n

α y (1)
n +β y (2)

n

.

Υπολογιστικό Παράδειγµα 2: Το πρόβληµα αρχικών τιµών

yn+1 −10.1 yn + yn−1 = 0, y0 =α, y1 =β

έχει την ακριβή λύση

yn = α

99

(−10n +10010−n)+ β

99

(
1010n −1010−n)

.

Το σϕάλµα δyn που προκαλείται στο yn από αβεβαιότητες δα και δβ στα α και β, αντίστοιχα, είναι

δyn ≈ δα

99

(−10n +10010−n)+ δβ

99

(
1010n −1010−n)

.

Για µικρά δα και δβ το σχετικό σϕάλµα ϑα είναι µικρό εκτός αν α= 10β, οπότε ο συντελεστής του 10n στο
yn είναι µηδέν και το δyn

yn
αυξάνει εκθετικά. Σ’αυτή την περίπτωση το πρόβληµα είναι (σχετικά) ασταθές.

Παράδειγµα: Το πρόβληµα αρχικών τιµών

yn+1 − yn + yn−1 = 0, y0 =α, y1 =β,

είναι ευσταθές ∀α, β ∈R. Γιατί ;
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2.4.3 Μη-οµογενή προβλήµατα δευτέρας τάξεως

Είδαµε ότι η λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών

yn+1 +αn yn +βn yn−1 = γn , y0 =α, y1 =β,

είναι της µορϕής
yn = y (p)

n + A1 y (1)
n + A2 y (2)

n

όπου το y (p)
n είναι µία ειδική λύση και τα y (1)

n , y (2)
n είναι δύο ανεξάρτητες λύσεις της αντιστοιχης οµογενούς

εξίσωσης. Αν επιλέξουµε τα y (1)
n και y (2)

n ούτως ώστε να ικανοποιούν τις αρχικές συνθήκες y (1)
0 = 1, y (1)

1 = 0

και y (2)
0 = 0, y (2)

1 = 1, αντίστοιχα (όπως στην προηγούµενη περίπτωση), και την ειδική λύση y (p)
n ούτως ώστε

να ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες y (p)
0 = 0, y (p)

1 = 0, τότε A1 =α, A2 =β.

Το σϕάλµα δyn που προκαλείται στο yn από αβεβαιότητες δα και δβ στα α και β αντίστοιχα είναι

δyn ≈ δα y (1)
n +δβ y (2)

n .

Το σχετικό σϕάλµα είναι
δyn

yn
≈ δα y (1)

n +δβ y (2)
n

y (p)
n +α y (1)

n +β y (2)
n

.

Υπολογιστικό Παράδειγµα 3: Το πρόβληµα αρχικών τιµών

yn+1 −10.1 yn + yn−1 =−1.35n, y0 =α, y1 =β

έχει λύση

yn = 1

6

(
n + 10

99
(−10n +10−n)

)
+ α

99

(−10n +10010−n)+ β

99

(
1010n −1010−n)

.

Το πρόβληµα είναι ασταθές όταν α= 10(β− 1
6 ).

2.4.4 Αναδιατύπωση προβλήµατος

Είδαµε ότι το πρόβληµα αρχικών τιµών

yn+1 −10 yn =−3

2
n − 4

3
, y0 = 1

6
.

είναι εγγενώς ασταθές. Αν αντί του πιο πάνω ασταθούς προβλήµατος (που έχει λύση yn = 1
6 (n +1)) εξετά-

σουµε το επαναδιατυπωµένο πρόβληµα:
Υπολογιστικό Παράδειγµα 4:

yn+1 −10 yn =−3

2
n − 4

3
, yN =β,

για κάποιο N και κάποιο β, τότε η λύση είναι

yn = 1

6
(n +1)+10n−N

(
β− 1

6
(N +1)

)
.

Μία αβεβαιότητα δβ στο β δίνει σϕάλµα δyn ≈ 10n−N δβ και γιά n << N , και το σχετικό σϕάλµα είναι
πάντα µικρό. Εποµένως το επαναδιατυπωµένο πρόβληµα είναι ευσταθές.
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Παρόµοια, είδαµε ότι το πρόβληµα αρχικών τιµών

yn+1 −10.1 yn + yn−1 = 0, y0 = 1, y1 = 0.1

έχει λύση yn = 10−n και είναι εγγενώς ασταθές. Αν επαναδιατυπώσουµε το πρόβληµα παίρνοντας yN =
α, yN−1 =β, το αντίστοιχο σϕάλµα είναι

δyn ≈ {(10010n−N −10N−n)δα+10(10N−n −10n−N )δβ}

99
.

Για µεγάλο N και µικρό n η πιό πάνω ποσότητα είναι και πάλιν µεγάλη. Αυτή η επαναδιατύπωση δεν
είναι ικανοποιητική αϕού το επαναδιατυπωµένο πρόβληµα είναι και αυτό ασταθές.

Αν όµως επαναδιατυπώσουµε το πρόβληµα ως πρόβληµα συνοριακών τιµών
Υπολογιστικό Παράδειγµα 5:

yn+1 −10.1 yn + yn−1 = 0, y0 =α= 1, yN =β,

τότε αβεβαιότητες δα και δβ δίνουν σϕάλµα

δyn ≈ {(10N−n −10n−N )δα+ (10n −10−n)δβ}

10N −10−N
.

Το σχετικό σϕάλµα είναι µικρό και εποµένως το πρόβληµα ευσταθές.

Παράδειγµα: Επαναδιατυπώστε το ασταθές πρόβληµα αρχικών τιµών

yn+1 −10.1 yn + yn−1 =−1.35n, y0 = 0, y1 = 1

6

ως ευσταθές πρόβληµα συνοριακών τιµών.

2.5 Εγγενής αστάθεια προβληµάτων αρχικών τιµών για γραµµικές

διαϕορικές εξισώσεις

Η ϑεωρία της προηγουµένης παραγράϕου εϕαρµόζεται και στα αντίστοιχα προβλήµατα αρχικών τιµών για
γραµµικές διαϕορικές εξισώσεις.

Παράδειγµα: Η λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών πρώτης τάξης

y ′−10 y =−31+10 x

(3+ x)2 , y(0) =α,

είναι η y = 1
3+x + (α− 1

3 )e10x . Στην περίπτωση α= 1
3 , το πρόβληµα είναι ασταθές.

Το επαναδιατυπωµένο πρόβληµα

y ′−10 y =−31+10 x

(3+ x)2 , y(X ) =β,

για αρκετά µεγάλο X είναι ευσταθές.

Παράδειγµα: Η λύση του οµογενούς προβλήµατος δευτέρας τάξεως

y ′′−π2 y = 0, y(0) =α, y ′(0) =β
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είναι η

y = 1

2π
{(απ+β)eπx + (απ−β)e−πx }.

Για απ+β= 0 το πρόβληµα είναι ασταθές.

Το επαναδιατυπωµένο πρόβληµα συνοριακών συνθηκών µε συνοριακές συνθήκες y(0) =α, y(X ) = γ είναι
ευσταθές.

Παράδειγµα: Το µη-οµογενές πρόβληµα δευτέρας τάξεως

y ′′−π2 y =−1

6
π2 (x −1), y(0) =α, y ′(0) =β

έχει τη λύση

y = 1

6
(x −1)+ 1

2π
{(

1

6
π+απ+β− 1

6
)eπx + (

1

6
π+απ+ 1

6
−β)e−πx }.

Το πρόβληµα είναι ασταθές για 1
6 π+απ+β= 1

6 .

Το επαναδιατυπωµένο πρόβληµα συνοριακών συνθηκών µε συνοριακές συνθήκες
y(0) =α, y(X ) = γ είναι ευσταθές.

2.6 Εγγενής αστάθεια: Προβλήµατα συνοριακών τιµών

Εξετάζουµε το γραµµικό πρόβληµα δευτέρας τάξεως

yn+1 +αn yn +βn yn−1 = γn , y0 =α, yN =β.

Από το αντίστοιχο πρόβληµα αρχικών τιµών ξέρουµε ότι η λύση είναι της µορϕής

yn = y (p)
n + A1 y (1)

n + A2 y (2)
n ,

όπου η ειδική λύση y (p)
n ικανοποιεί την εξίσωση και τις αρχικές συνθήκες y (p)

0 = 0, y (p)
1 = 0, η y (1)

n ικανοποιεί
την οµογενή εξίσωση και τις αρχικές συνθήκες y (1)

0 = 1, y (1)
1 = 0, και η y (2)

n ικανοποιεί την οµογενή εξίσωση
και τις αρχικές συνθήκες y (2)

0 = 0, y (2)
1 = 1. Αν ϑέσουµε A1 = α, τότε η yn ικανοποιεί την εξίσωση και την

αρχική συνθήκη y0 =α.
Αν ονοµάσουµε y (q)

n το y (p)
n +α y (1)

n , και επιλέξουµε το A2 ούτως ώστε y (q)
N + A2 y (2)

N = β, τότε µπορούµε να
γράψουµε τη λύση ως

yn = y (q)
n + β− y (q)

N

y (2)
N

y (2)
n = y (p)

n +α y (1)
n + β− y (p)

N −α y (1)
N

y (2)
N

y (2)
n .

Το y (q)
n το ϐρίσκουµε από το πρόβληµα αρχικών τιµών

yn+1 +αn yn +βn yn−1 = γn , y0 =α, y1 = 0,

ενώ το y (2)
n από το οµογενές πρόβληµα που περιγράψαµε πιο πάνω.

Αβεβαιότητες δα στο α και δβ στο β δίνουν σϕάλµα

δyn ≈ 1

y (2)
N

{
(y (1)

n y (2)
N − y (1)

N y (2)
n )δα+ y (2)

n δβ
}

.
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• Για y (2)
N µικρό, το δyn ≫ 1 και έχουµε απόλυτη αστάθεια.

• Για y (2)
N µικρό και β− y (q)

N κανονικό, το yn ≫ 1 και έχουµε σχετική ευστάθεια.

• Για y (2)
N µικρό και β− y (q)

N µικρό (της ιδίας τάξεως), το yn είναι κανονικό και δyn
yn

≫ 1 και έχουµε
σχετική αστάθεια.

Παράδειγµα: Εξετάζουµε το πρόβληµα συνοριακών τιµών

yn+1 −
p

3 yn + yn−1 = 1, y0 =α, y6 =β.

΄Οταν α= 0.9 και β= 0.6, το πρόβληµα είναι σχετικά ευσταθές. ΄Οταν α= 0.9 και β= 6.563, το πρόβληµα
είναι σχετικά ασταθές. Γιατί ; (Σηµειώστε ότι

y (2)
n = 2 sin

nπ

6
, y (q)

n = 1

2−p
3
+

(
α− 1

2−p
3

)
cos

nπ

6
+B sin

nπ

6
.)

Παράδειγµα: Εξετάζουµε το πρόβληµα συνοριακών τιµών

y ′′+ y = x ex , y(0) = 0, 0.5 y(1)−0.78 y ′(1) =β.

Η λύση είναι

y(x) =
(
β−0.25 cos1−0.39 sin1+0.39e

0.5 sin1−0.78 cos1

)
sin x + 1

2
cos x + 1

2
(x −1)ex .

Για αβεβαιότητα δβ στο β

δy(x) ≈ 1

0.5 sin1−0.78 cos1
δβ.

Το 0.5 sin1−0.78 cos1 = 0.0007 και αν το β−0.25 cos1−0.39 sin1+0.39e είναι κανονικό το πρόβληµα είναι
σχετικά ευσταθές. Αν όµως το β−0.25 cos1−0.39 sin1+0.99e ≪ 1, τότε το πρόβληµα είναι ασταθές (γιατί ;).

Ασκήσεις

1. • ∆είξτε ότι η ακολουθία In = ∫ 1
0 x2ne−x2

d x ειναι φθίνουσα. ∆είξτε επίσης οτι η {In} ικανοποιεί
την εξίσωση διαϕορών In+1 − (n + 1

2 )In =− 1
2e .

• Μελετήστε την ευστάθεια του προβλήµατος υπολογισµού του In δεδοµένου του I0 , (= ∫ 1
0 e−x2

d x ≈
0.7468).

• ΄Εστω οτι το πρόβληµα λύεται µε I0 = 0.746 και ακολούθως µε I0 = 0.747. Μετά από πόσα
ϐήµατα οι αντίστοιχοι όροι των δύο ακολουθιών ϑα διαϕέρουν κατά 1.0;

• Προτείνετε µία ακριβή µέθοδο υπολογισµού του In .

2. • Μελετήστε την ευστάθεια του προβλήµατος αρχικών τιµών

yn+1 −10yn +8.19yn−1 = 0, y0 =α, y1 =β.

• Στην περίπτωση που το πιο πάνω πρόβληµα είναι ασταθές εξέταστε τρόπους επαναδιατύπωσης
σε ευσταθές πρόβληµα.

3. Μελετήστε την ευστάθεια του προβλήµατος αρχικών τιµών

yn+1 − yn − yn−1 = 0, y0 = 1, y1 = 1−p
5

2
.
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4. Μελετήστε την ευστάθεια του προβλήµατος συνοριακών τιµών

y ′′+k2 y = xex , y(0) = 1, y ′(π)−k y(π) = 3.

5. • (α) ∆ίδεται το πρόβληµα αρχικών τιµών

Yn+1 − 5

2
Yn +Yn−1 = 0, Y0 =α, Y1 =β.

Για ποιο συνδυασµό των α και β είναι το πρόβληµα ασταθές ;

• (ϐ) Σε περίπτωση ασταθείας επαναδιατυπώστε το πρόβληµα ως πρόβληµα αρχικών τιµών µε αρ-
χικές συνθήκες YN = γ και YN−1 = δ. Σχολιάστε την ευστάθεια του προβλήµατος. Τι συµβαίνει
όταν πάρουµε γ= δ= 0 ;

• (γ) Επαναδιατυπώστε το πρόβληµα ως πρόβληµα συνοριακών τιµών µε συνθήκες Y0 = ϵ και
YN = ζ και σχολιάστε την ευστάθεια του.

6. ∆ίδεται το πρόβληµα αρχικών τιµών

y ′ =µy +µ
(
cos(µx)− sin(µx)

)
, y(0) =α.

Να µελετηθεί η εγγενής ευστάθεια του προβλήµατος για διάϕορες τιµές του µ.

7. • (α) ∆ίδεται το πρόβληµα αρχικών τιµών

Yn+1 −3Yn +2Yn−1 = n −1, Y0 =α, Y1 =β.

Για ποιό συνδυασµό των α και β είναι το πρόβληµα ασταθές ;

• (ϐ) Σε περίπτωση ασταθείας επαναδιατυπώστε το πρόβληµα ως πρόβληµα συνοριακών τιµών µε
συνθήκες Y0 = γ και YN = δ. Σχολιάστε την ευστάθεια του προβλήµατος.
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Κεϕάλαιο 3

Προβλήµατα Αρχικών Τιµών:

Μονοβηµατικές Μέθοδοι

3.1 Εισαγωγή

Σ’αυτό το κεϕάλαιο αρχίζουµε τη µελέτη αριθµητικών µεθόδων για το απλό πρόβληµα αρχικών τιµών

y ′ = f (x, y), y(a) =α.

Σκοπός: Ο υπολογισµός προσεγγίσεων της λύσης στα συγκεκριµένα σηµεία

x0 = a, xn = xn−1 +hn , n ∈N.

Το hn είναι το µήκος του τοπικού ϐήµατος. Συνήθως το hn λαµβάνεται ως σταθερά h ανεξάρτητη του n.
Τότε γράϕουµε

x0 = a, xn = x0 +n h, n ∈N.

Η προσέγγιση του yn = y(xn) συµβολίζεται µε Yn . Φυσικά Y0 = y0 =α.

Στις µεθόδους που ϑα εξετάσουµε στα επόµενα κεϕάλαια οι προσεγγίσεις της λύσης υπολογίζοντα διαδο-
χικά, δηλαδή πρώτα υπολογίζουµε το Y1 και ακολούθως τα Y2, Y3, . . . .

Σ’αυτό το κεϕάλαιο επικεντρώνουµε την προσοχή µας στις µεθόδους ενός ϐήµατος ή µονοβηµατικές µεθό-

δους. Σ’αυτές, η τιµή του Yn+1 υπολογίζεται από πληροϕορίες που έχουµε µόνο στο σηµείο xn .

3.2 Τρείς µονοβηµατικές µέθοδοι

3.2.1 Η άµεση µέθοδος του Euler

Η απλουστέρα µέθοδος προκύπτει από τον τύπο

Yn+1 = Yn +h f (xn ,Yn)

21
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για τον υπολογισµό του Yn+1 µε Yn . Αρχίζουµε από το Y0 = y(a) =α και ακολούθως υπολογίζουµε εύκολα
το Y1 κ.λ.π. Φυσικά η ευκολία εϕαρµογής εξαρτάται σε µεγάλο ϐαθµό από το πόσο περίπλοκη είναι η
f (x, y).

Η µέθοδος αυτή µπορεί να ερµηνευθεί µε διάϕορους τρόπους. Για παράδειγµα, το Yn+1−Yn
h µπορεί να

ϑεωρηθεί ως µία απλή προσέγγιση του y ′(xn) = f (xn , yn) που προσεγγίζουµε µε το f (xn ,Yn). Παρόµοια,
µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι ο πιο πάνω τύπος προέρχεται από τους πρώτους δύο όρους του αναπτύγ-
µατος Taylor

y(xn +h) = y(xn)+h y ′(xn)+ h2

2
y ′′(xn)+·· ·

3.2.2 Η έµµεση µέθοδος του Euler

Η έµµεση µέθοδος του Euler δίδεται από τον τύπο

Yn+1 = Yn +h f (xn+1,Yn+1).

Το χαρακτηριστικό της µεθόδου αυτής είναι ότι είναι έµµεση, αϕού η ποσότητα που προσπαθούµε να
υπολογίσουµε (το Yn+1) εµϕανίζεται και στο δεξιό µέρος του τύπου. Αυτό σηµαίνει ότι η εϕαρµογή της
µεθόδου είναι γενικά πιο δύσκολη απ΄ ότι ήταν η εϕαρµογή της άµεσης µεθόδου του Euler. Αν η f (x, y)

είναι γραµµική ως προς y, δηλαδή της µορϕής f (x, y) = p(x) y +q(x), τότε η εϕαρµογή είναι απλή αϕού

Yn+1 = Yn +h q(xn+1)

1−h p(xn+1)
.

Αν όµως η f (x, y) δεν είναι γραµµική, τότε η κατάσταση περιπλέκεται αϕού χρειάζεται να επιλύσουµε µία
µη-γραµµική εξίσωση για την εύρεση του Yn+1. Για παράδειγµα, αν
f (x, y) = sin y+p(x) y+q(x), τότε για να προσδιορίσουµε το Yn+1 χρειάζεται να επιλύσουµε τη µη-γραµµική
εξίσωση

Yn+1 = Yn +h
(
sinYn+1 +p(xn+1)Yn+1 +q(xn+1)

)
.

Για την προσεγγιστική επίλυση της εξίσωσης αυτής χρειάζεται να εϕαρµόσουµε κάποιας µορϕής επανα-
ληπτική µέθοδο. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι αυτό πρέπει να γίνει για κάθε ϐήµα n, είναι εµϕανές ότι
η εϕαρµογή της έµµεσης µεθόδου του Euler χρειάζεται πολύ µεγαλύτερη προσπάθεια απ΄ ότι η άµεση
Euler.

Η µέθοδος αυτή µπορεί να ερµηνευθεί, όπως και η άµεση µέθοδος του Euler, π. χ. από τους πρώτους
δύο όρους του αναπτύγµατος Taylor

y(xn) = y(xn+1 −h) = y(xn+1)−h y ′(xn+1)+ h2

2
y ′′(xn+1)+·· ·

3.2.3 Η µέθοδος του κανόνα του τραπεζίου

Η µέθοδος του κανόνα του τραπεζίου δίδεται από τον τύπο

Yn+1 = Yn + 1

2
h

{
f (xn ,Yn)+ f (xn+1,Yn+1)

}
.

΄Οπως και η έµµεση µέθοδος του Euler, είναι και αυτή έµµεση.

Η ονοµασία της προέρχεται από τη στενή της σχέση προς τον κανόνα του τραπεζίου για αριθµητική ολο-
κλήρωση

y(xn+1)− y(xn) =
∫ xn+1

xn

y ′(x)d x ≈ 1

2
h

{
y ′(xn)+ y ′(xn+1)

}
.
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Παράδειγµα: ΄Εστω το πρόβληµα αρχικών τιµών

y ′ = 2 x, y(0) = 0,

που έχει ακριβή λύση την y(x) = x2.

• Α. Ε.
Yn+1 = Yn +2h xn = Yn +2n h2,

που δίνει Yn = (n2 −n)h2.

• Ε. Ε.
Yn+1 = Yn +2h xn+1 = Yn +2(n +1)h2,

που δίνει Yn = (n2 +n)h2.

• Μ. Κ. Τ.
Yn+1 = Yn +h (xn +xn+1) = Yn + (2n +1)h2,

που δίνει Yn = n2 h2.

Σηµειώστε ότι η ακριβής λύση στους κόµβους είναι η yn = n2 h2, εποµένως η Μ. Κ. Τ. είναι ακριβής σ’αυτά
τα σηµεία ενώ οι άλλες δύο µέθοδοι παρουσιάζουν σϕάλµα n h2.

Παράδειγµα: ΄Εστω το πρόβληµα αρχικών τιµών

y ′ =−5 x y2 + 5

x
− 1

x2 , y(1) = 1,

που έχει ακριβή λύση την y(x) = 1
x .

• Α. Ε.
Yn+1 = Yn −5(1+n h)h Y 2

n + 5h

1+n h
− h

(1+n h)2

• Ε. Ε.
Yn+1 = Yn −5(1+n h +h)h Y 2

n+1 +
5h

1+n h +h
− h

(1+n h +h)2

• Μ. Κ. Τ.
Yn+1 = Yn + 1

2
[−5(1+n h)h Y 2

n + 5h

1+n h
− h

(1+n h)2

−5(1+n h +h)h Y 2
n+1 +

5h

1+n h +h
− h

(1+n h +h)2 ]

3.3 Ανάλυση σϕάλµατος

3.3.1 Τοπικό σϕάλµα αποκοπής

Μία ένδειξη της ποιότητας µίας αριθµητικής µεθόδου είναι το πόσο καλά ο τύπος που την περιγράϕει
προσεγγίζει τη διαϕορική εξίσωση. Αυτό µας δίδεται από το τοπικό σϕάλµα αποκοπής, που είναι η διαϕορά
µεταξύ του δεξιού και του αριστερού µέλους του σχετικού τύπου, χρησιµοποιώντας την ακριβή λύση. Στις
τρεις µεθόδους που περιγράψαµε έχουµε
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• Α. Ε.
Tn+1 = yn+1 − yn

h
− f (xn , yn) = yn+1 − yn

h
− y ′

n

• Ε. Ε.
Tn+1 = yn+1 − yn

h
− f (xn+1, yn+1) = yn+1 − yn

h
− y ′

n+1

• Μ. Κ. Τ.
Tn+1 = yn+1 − yn

h
− 1

2

{
f (xn , yn)+ f (xn+1, yn+1)

}= yn+1 − yn

h
− 1

2

{
y ′

n + y ′
n+1

}

Αν πάρουµε αναπτύγµατα Taylor για την ακριβή λύση y και την παράγωγό της y ′ γύρω από το σηµείο xn ,
δηλαδή,

yn+1 = yn +h y ′
n + 1

2
h2 y ′′

n + 1

6
h3 y ′′′

n +·· ·
και

y ′
n+1 = y ′

n +h y ′′
n + 1

2
h2 y ′′′

n + 1

6
h3 y (i v)

n +·· ·
τότε αντικατάσταση στους τύπους για το τοπικό σϕάλµα αποκοπής δίνει

• Α. Ε.
Tn+1 = 1

2
h y ′′

n + 1

6
h2 y ′′′

n +·· · = O(h)

• Ε. Ε.
Tn+1 =−1

2
h y ′′

n − 1

3
h2 y ′′′

n +·· · = O(h)

• Μ. Κ. Τ.
Tn+1 =− 1

12
h2 y ′′′

n +·· · = O(h2)

Επειδή στην άµεση µέθοδο του Euler έχουµε ότι Tn+1 = O(h), λέµε ότι η µέθοδος αυτή είναι πρώτης

τάξεως.

Γενικά, αν σε µία αριθµητική µέθοδο έχουµε ότι Tn+1 =O(hp ), τότε λέµε ότι η µέθοδος αυτή είναι τάξεως

p.

Η έµµεση µέθοδος του Euler είναι πρώτης τάξεως, ενώ η µέθοδος του κανόνα του τραπεζίου είναι δευτέρας
τάξεως.

3.3.2 Ολικό σϕάλµα

Μία πιο χρήσιµη ποσότητα είναι οπωσδήποτε το ολικό σϕάλµα της µεθόδου που ορίζεται από τον τύπο

en = y(xn)−Yn = yn −Yn .

Θεώρηµα. Στην άµεση Euler έχουµε ότι en =O(h).

Απόδειξη. Από το ανάπτυγµα Taylor µε υπόλοιπο και τη διαϕορική εξίσωση έχουµε ότι

yn+1 = y(xn)+h y ′(xn)+ h2

2
y ′′(xn +θh) = yn +h f (xn , yn)+ h2

2
y ′′(xn +θh), όπου θ ∈ (0,1).
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Αν η y είναι δύο φορές συνεχώς παραγωγίσιµη στο διάστηµα [a,b], τότε υπάρχει M > 0 τέτοιο ώστε

|y ′′(x)| ≤ M , ∀x ∈ [a,b], εποµένως |h2

2
y ′′(xn +θh)| ≤ c h2, c > 0 (c = M/2). Αϕού Yn+1 = Yn +h f (xn ,Yn),

αϕαιρώντας

en+1 = en +h
[

f (xn , yn)− f (xn ,Yn)
]+ h2

2
y ′′(xn +θh) = en +h

[
f (xn ,Yn +en)− f (xn ,Yn)

]+ h2

2
y ′′(xn +θh).

Εποµένως
|en+1| ≤ |en |+h | f (xn ,Yn +en)− f (xn ,Yn)|+ c h2.

Από τη συνθήκη του Lipschitz, | f (xn ,Yn +en)− f (xn ,Yn)| ≤ L |en |, όπου L η σταθερά του Lipschitz οπότε

|en+1| ≤ |en |+h L |en |+ c h2,

δηλαδή
|en+1| ≤ (1+h L) |en |+ c h2.

Από την πιο πάνω ανισότητα µπορεί να δειχθεί ότι

|en | ≤ c

L
h

[
(1+h L)n −1

]
.

Αϕού h L > 0 ⇒ 1+h L < eh L ή (1+h L)n < en h L. Αν µας ενδιαϕέρει το διάστηµα [a,b], τότε nh ≤ b−a, και
(1+h L)n < en h L ≤ e(b−a)L. Εποµένως έχουµε ότι

|en | ≤ c

L
h

[
e(b−a)L −1

]
,

και αϕού το c
L

[
e(b−a)L −1

]
είναι ανεξάρτητο του h, en =O(h).

2 .

Μπορεί να δειχθεί ότι στην έµµεση µέθοδο του Euler en =O(h), ενώ στη µέθοδο του κανόνα του τραπεζίου
en =O(h2).

Σηµείωση Αν σε µία αριθµητική µέθοδο έχουµε ότι lim
h→0

en = 0, τότε λέµε ότι η µέθοδος αυτή συγκλίνει.

∆είξαµε δηλαδή ότι η άµεση µέθοδος του Euler συγκλίνει. Παρόµοια, η έµµεση µέθοδος του Euler και η
µέθοδος του κανόνα του τραπεζίου συγκλίνουν.

Παράδειγµα: Είδαµε ότι το πρόβληµα αρχικών τιµών

y ′ = 2 x, y(0) = 0,

έχει ακριβή λύση την y(x) = x2. Τα σϕάλµατα µε τις τρείς µεθόδους που εξετάσαµε είναι

• Α. Ε. en = Yn − yn = (n2 −n)h2 −n2 h2 =−n h2 =−xn h =O(h)

• Ε. Ε. en = Yn − yn = (n2 +n)h2 −n2 h2 = n h2 = xn h =O(h)

• Μ. Κ. Τ. en = Yn − yn = n2 h2 −n2 h2 = 0
(=O(h2)

)
!

Υπολογιστικό Παράδειγµα 1: Εξετάζουµε το πρόβληµα αρχικών τιµών

y ′ = y − 1

(1+x)2 − 1

1+x
, y(0) = 2,
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Σχήµα 3.1: Σϕάλµα της άµεσης Euler v s h για το Παράδειγµα 1

µε ακριβή λύση την y(x) = ex + 1
1+x . Εξετάζουµε τις τρεις µεθόδους για την αριθµητική επίλυση του πιο

πάνω προβλήµατος.

Παράδειγµα: Εξετάζουµε το πρόβληµα αρχικών τιµών

y ′ = y3 − 1

(1+x)3 − 1

(1+ x)2 , y(0) = 1

που έχει ακριβή λύση την y = 1
1+x .

Με την άµεση µέθοδο Euler ο τρόπος λύσης είναι ακριβώς ο ίδιος όπως και για γραµµικά προβλήµατα.
Για τις άλλες δύο µεθόδους όµως η εϕαρµογή γίνεται πολύ πιο δύσκολη. Συγκεκριµένα, η εϕαρµογή της
µεθόδου του κανόνα του τραπεζίου δίνει

Yn+1 = Yn + 1

2
h

{
Y 3

n − 1

(1+xn)3 − 1

(1+xn)2 +Y 3
n+1 −

1

(1+xn+1)3 − 1

(1+xn+1)2

}
.

Ο άγνωστος είναι το Yn+1 και λόγω της µη-γραµµικότητας της πιο πάνω εξίσωσης για να υπολογισθεί
χρειάζεται η εϕαρµογή επαναληπτικής µεθόδου. Αν ορίσουµε την

g (Yn+1) = Yn+1 −Yn − 1

2
h

{
Y 3

n − 1

(1+xn)3 − 1

(1+xn)2 +Y 3
n+1 −

1

(1+xn+1)3 − 1

(1+xn+1)2

}
,

τότε µε τη µέθοδο του Newton έχουµε

Y (s)
n+1 = Y (s−1)

n+1 − g (Y (s−1)
n+1 )

g ′(Y (s−1)
n+1 )

, s ∈N.

Η σύγκλιση της µεθόδου εξαρτάται από το πόσο κοντά στην ακριβή λύση είναι η αρχική προσέγγιση Y (0)
n+1.

΄Ενας τρόπος εύρεσης καλής αρχικής προσέγγισης είναι η εϕαρµογή της άµεσης Euler, δηλαδή

Y (0)
n+1 = Yn +h

{
Y 3

n − 1

(1+xn)3 − 1

(1+xn)2

}
.
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Σχήµα 3.2: Σϕάλµα της έµµεσης Euler v s h για το Υπολογιστικό Παράδειγµα 1

Αν στο παράδειγµα που εξετάζουµε πάρουµε h = 0.1, τότε η µέθοδος του κανόνα του τραπεζίου δίνει

Y1 = 0.05Y 3
1 +0.871112

και η µέθοδος του Newton για την εύρεση του Y1 δίνει

Y (s)
1 = Y (s−1)

1 − Y (s−1)
1 −0.05Y (s−1)

1
3 −0.871112

1−0.15Y (s−1)
1

2 , s ∈N.

Το Y (0)
1 µπορούµε να το ϐρούµε από την άµεση Euler, δηλαδή

Y (0)
1 = Y0 +0.1

(
Y0

3 − 1

(1+0)3 − 1

(1+0)2

)
= 0.9.

Ακολούθως, από την µέθοδο Newton παίρνουµε Y (1)
1 = 0.90861 κ.λ.π.

Εκτός από την µέθοδο Newton, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε και την επαναληπτική µέθοδο του στα-
ϑερού σηµείου. Αν συµβολίσουµε µε

Ψ(Yn+1) = Yn + 1

2
h

{
Y 3

n − 1

(1+xn)3 − 1

(1+xn)2 +Y 3
n+1 −

1

(1+xn+1)3 − 1

(1+xn+1)2

}
,

τότε ϑέλουµε να λύσουµε την εξίσωση
Yn+1 =Ψ(Yn+1).

Αυτό µπορεί να γίνει µε τη επαναληπτική µέθοδο

Y (s)
n+1 =Ψ(Y (s−1)

n+1 ), s ∈N.

Το Y (0)
n+1 υπολογίζεται όπως και προηγουµένως από το Yn µε την άµεση Euler.

Ο συνδυασµός της άµεσης Euler και της µεθόδου του κανόνα του τραπεζίου στο πιο πάνω πρόβληµα είναι
παράδειγµα µεθόδου πρόβλεψης - διόρθωσης (predictor-corrector). Η πρώτη προσέγγιση υπολογίζεται
µε έναν άµεσο τύπο (πρόβλεψη) και διαδοχικές ϐελτιωµένες τιµές υπολογίζονται µε έναν έµµεσο τύπο.
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Σχήµα 3.3: Σϕάλµα της µεθόδου του κανόνα του τραπεζίου v s h για το Υπολογιστικό Παράδειγµα 1

3.4 Επαγωγική αστάθεια: Μερική αστάθεια

Εξετάζουµε κατά πόσο οι µέθοδοι που µελετήσαµε είναι επαγωγικά ευσταθείς ή ασταθείς, δηλαδή πώς
µικρές διαταραχές στα δεδοµένα επηρεάζουν την λύση (εγγενώς ευσταθών) προβληµάτων.

Εξετάζουµε το πρόβληµα αρχικών τιµών
Υπολογιστικό Παράδειγµα 2:

y ′ =λ y − 1

(1+x)2 −λ
1

1+x
, y(0) = 1,

µε λύση y = 1
1+x . Με το συµβολισµό g (x) = − 1

(1+x)2 −λ 1
1+x , η εϕαρµογή των τριών µεθόδων που είδαµε

δίνει

• Α. Ε.

Yn+1 = Yn +h
{
λYn + g (xn)

}= (1+hλ) Yn +h g (xn)

• Ε. Ε.

Yn+1 = Yn +h
{
λYn+1 + g (xn+1)

}
ή

Yn+1 = 1

1−hλ
Yn + h

1−hλ
g (xn+1)

• Μ. Κ. Τ.

Yn+1 = Yn + 1

2
h

{
λYn + g (xn)+λYn+1 + g (xn+1)

}
ή

Yn+1 =
1+ 1

2 hλ

1− 1
2 hλ

Yn + 1

1− 1
2 hλ

h

2

{
g (xn)+ g (xn+1)

}
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Οι συντελεστές που πολλαπλασιάζουν το Yn στην κάθε µέθοδο είναι οι 1+hλ, 1
1−hλ και 1+ 1

2 hλ

1− 1
2 hλ

, αντίστοιχα.
Αυτοί οι όροι στην ανάλογη δύναµη πολλαπλασιάζουν τυχόν αβεβαιότητες στα δεδοµένα, δηλαδή στο Y0.
Αν ένας εκ των συντελεστών είναι µεγαλύτερος σε µέτρο της µονάδος, τότε αναµένουµε ότι η αντίστοιχη
µέθοδος ϑα είναι επαγωγικά ασταθής.
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Σχήµα 3.4: Συµπεριϕορά των τριών συντελεστών

Στην περίπτωση που λ > 0 το πρόβληµα είναι εγγενώς ασταθές, αϕού µία µικρή αβεβαιότητα δα στην
αρχική συνθήκη δίνει σχετικό σϕάλµα

δy(x)

y(x)
= eλx δα

1
1+x

που αυξάνει εκθετικά.

Στην περίπτωση που λ > 0 η διερεύνηση της επαγωγικής ευστάθειας δεν έχει νόηµα και συνήθως εξετά-
Ϲουµε την συµπεριϕορά των µεθόδων για ευσταθή προβλήµατα, δηλαδή σ’αυτή την περίπτωση για λ< 0.
Εν τούτοις ας δούµε τι συµβαίνει για λ> 0:

• Α. Ε. Ο συντελεστής 1+hλ είναι πάντα µεγαλύτερος της µονάδος και τυχόν αβεβαιότητα δα πολλα-
πλασιάζεται επί (1+hλ)n που όπως αναµένεται αναπαράγει το eλx δα.

• Ε. Ε. Ο συντελεστής 1
1−hλ είναι κατ’απόλυτο τιµή µεγαλύτερος της µονάδος για hλ ∈ (0,1) ∪ (1,2),

ενώ είναι µικρότερος της µονάδος για hλ ∈ (2,∞). Αυτό σηµαίνει ότι η µέθοδος συµπεριϕέρεται
φυσιολογικά για το hλ στο διάστηµα (0,1) ∪ (1,2) ενώ δεν συµπεριϕέρεται φυσιολογικά όπως ϑα
ανεµένετο, στο (2,∞).

• Μ. Κ. Τ. Εδώ ο συντελεστής
1+ 1

2 hλ

1− 1
2 hλ

είναι πάντα κατ’απόλυτο τιµή µεγαλύτερος της µονάδος,

εποµένως η µέθοδος συµπεριϕέρεται φυσιολογικά.
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Στην περίπτωση λ < 0 το πρόβληµα είναι εγγενώς ευσταθές και τα οιαδήποτε σϕάλµατα παρατηρούνται
στη µέθοδο προέρχονται από επαγωγική αστάθεια. Συγκεκριµένα στο πρόβληµα που εξετάζουµε έχουµε:

• Α. Ε. Για να έχουµε ευστάθεια ϑέλουµε |1+λh| ≤ 1 δηλαδή |λh| ≤ 2. ΄Οταν |λh| > 2 ο συντελεστής
|1+λh| που πολλαπλασιάζει το (τυχόν) αρχικό σϕάλµα είναι µεγαλύτερος της µονάδος και το αρχικό
σϕάλµα αυξάνεται εκθετικά. Τότε η µέθοδος είναι επαγωγικά ασταθής.

• Ε. Ε. Στην έµµεση µέθοδο του Euler, ο συντελεστής 1
1−hλ είναι πάντα ϑετικός και µικρότερος της

µονάδος. Αναµένουµε επαγωγική ευστάθεια.

• Μ. Κ. Τ. Ο συντελεστής 1+ 1
2 hλ

1− 1
2 hλ

είναι πάντα µικρότερος της µονάδος και έχουµε επαγωγική ευστάθεια.

Παρατήρηση ΄Οταν η συµπληρωµατική συνάρτηση στην λύση του προβλήµατος που εξετάζουµε δεν είναι
αύξουσα εκθετική (δηλαδή όταν έχουµε εγγενώς ευσταθές πρόβληµα), για να έχουµε επαγωγικά ευσταθή
µέθοδο ο συντελεστής δεν πρέπει να υπερβαίνει τη µονάδα (σε µέτρο). ΄Οταν µία αριθµητική µέθοδος
είναι ευσταθής για τιµές του hλ σε ένα υποδιάστηµα του R−, τότε λέµε ότι η µέθοδος είναι µερικώς

ασταθής. Είδαµε ότι η άµεση Euler είναι µερικώς ασταθής, αϕού είναι ευσταθής µόνο για hλ ∈ [−2,0].
Αντίθετα, η έµµεση Euler και η µέθοδος του κανόνα του τραπεζίου είναι ευσταθείς σε όλο το R−, δηλαδή
δεν παρουσιάζουν µερική αστάθεια και λέµε ότι είναι ευσταθείς.

Παρατήρηση Λέµε ότι ένα πρόβληµα αρχικών τιµών

y ′ = f (x, y), y(a) =α

είναι δύσκαµπτο (stiff ), αν η αριθµητική του επίλυση µε ορισµένες µεθόδους χρειάζεται πολύ µικρό h για
την αποϕυγή επαγωγικής ασταθείας.

Παράδειγµα Το πρόβληµα αρχικών τιµών

y ′ =−100 y − 1

(1+x)2 +100
1

1+x
, y(0) = 1,

µε λύση y = 1
1+x , είναι δύσκαµπτο, αϕού για να είναι ευσταθής η άµεση Euler ϑέλουµε 100h ≤ 2 ή h ≤ 0.02.

Μέχρι στιγµής µιλήσαµε µόνο για την αστάθεια προβληµάτων της µορϕής

y ′ =λ y + g (x), y(a) =α, λ< 0.

Τι συµβαίνει για πιο γενικά προβλήµατα της µορϕής

y ′ = f (x, y), y(a) =α.

Σ’αυτή την περίπτωση ο ϱόλος του λ αντικαθίσταται από το ∂ f
∂y . Στην άµεση Euler, για παράδειγµα, είδαµε

ότι
en+1 = en +h

[
f (xn , yn)− f (xn ,Yn)

]+O(h2) = en +h
[

f (xn , yn)− f (xn , yn −en)
]+O(h2).

Αν υποθέσουµε ότι το Yn είναι κοντά στο yn και γράψουµε

f (xn , yn)− f (xn , yn −en) ≈ en
∂ f

∂y
(xn , yn),

τότε
en+1 =

(
1+h

∂ f

∂y
(xn , yn)

)
en +O(h2).
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Αυτό σηµαίνει ότι τυχόν αρχικό σϕάλµα δα, µετά από n ϐήµατα πολλαπλασιάζεται µε το γινόµενο Πn−1
i=0 (1+

h ∂ f
∂yi

) όπου ∂ f
∂yi

= ∂ f
∂y (xi , yi ). Εποµένως το κατά πόσο µία µέθοδος είναι µερικώς ασταθής εξαρτάται τώρα

και από το x, δηλαδή από το που ϐρισκόµαστε στο διάστηµα που µας ενδιαϕέρει. Στο κάθε ϐήµα ϑέλουµε

|1+h
∂ f

∂y
(xn , yn)| ≤ 1.

Παράδειγµα ΄Εστω f (x, y) =λ y3 − λ
(1+x)3 − 1

(1+x)2 και η αρχική συνθήκη είναι η y(0) = 1. Τότε η λύση είναι
η y = 1

1+x . Η σηµαντική ποσότητα είναι η

h
∂ f

∂y
= 3hλ y2 = 3hλ

1

(1+x)2

η οποία µεταβάλλεται µε το x. Για λ < 0, η άµεση Euler ϑα παρουσιάζει µερική ευστάθεια µόνο αν
h ≤ 2(1+x)2

3 |λ| . Η έµµεση Euler και η µέθοδος του κανόνα του τραπεζίου είναι ευσταθείς.

3.5 Συστήµατα εξισώσεων

Οι τρείς µέθοδοι που περιγράψαµε µπορούν να εϕαρµοσθούν και σε συστήµατα διαϕορικών εξισώσεων
πρώτης τάξεως.

Για το πρόβληµα αρχικών τιµών συστήµατος M διαϕορικών εξισώσεων πρώτης τάξεως

y′ = f(x,y), y(a) =α

όπου
y = [y1, y2, · · · , yM ]T , f(x,y) = [ f1(x,y), f2(x,y), · · · , fM (x,y)]T ,

οι τρείς µέθοδοι γίνονται

• Α. Ε.
Yn+1 = Yn +h f(xn ,Yn), Y0 =α,

• Ε. Ε.
Yn+1 = Yn +h f(xn+1,Yn+1), Y0 =α,

• Μ. Κ. Τ.
Yn+1 = Yn + 1

2
h {f(xn ,Yn)+ f(xn+1,Yn+1)} , Y0 =α,

όπου Yn = [Y1n ,Y2n , · · · ,YM n]T .

Η εϕαρµογή της άµεσης Euler είναι πολύ απλή. Στην εϕαρµογή των δύο εµµέσων µεθόδων όµως χρειά-
Ϲεται η επίλυση συστήµατος µη-γραµικών εξισώσεων σε κάθε ϐήµα. Σ’αυτή την περίπτωση µπορούµε να
χρησιµοποιήσουµε την µέθοδο Newton.

Στην περίπτωση της έµµεσης Euler, σε κάθε ϐήµα ϑέλουµε να λύσουµε το µη-γραµµικό σύστηµα

g(Yn+1) = Yn+1 −Yn −h f(xn+1,Yn+1) = 0

για τους M αγνώστους Y1n+1, · · · ,YM n+1.
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Στην µέθοδο Newton παίρνουµε

Y(s+1)
n+1 = Y(s)

n+1 −
(

∂g

∂Yn+1

)−1

g(Y(s)
n+1)

= Y(s)
n+1 −

(
I −h

∂f

∂Yn+1

)−1 (
Y(s)

n+1 −Yn −h f(xn+1,Y(s)
n+1)

)
, s = 0,1, · · ·

Παρατήρηση Το τοπικό σϕάλµα αποκοπής και το ολικό σϕάλµα συµπεριϕέρονται κατά τον ίδιο ακριβώς
τρόπο που είδαµε προηγουµένως, όταν είχαµε µία µόνο εξίσωση.

Για να εξετάσουµε την ευστάθεια των µεθόδων είχαµε µελετήσει το γραµµικό πρόβληµα

y ′ = f (x, y) =λ y + g (x), y(a) =α, λ< 0.

Το αντίστοιχο γραµµικό πρόβληµα στην περίπτωση που έχουµε σύστηµα είναι

y′ = A y+ r(x), y(a) =α

όπου ο A είναι M ×M σταθερός πίνακας και το r M− διάνυσµα. Αν υποθέσουµε ότι ο A είναι µη-ελλιπής
(δηλαδή έχει M γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα), τότε υπάρχει αντιστρέψιµος πίνακας G τέτοιος
ώστε G−1 A G = D, όπου ο D = diag{λi} είναι διαγώνιος πίνακας του οποίου τα στοιχεία είναι οι ιδιοτιµές
λi , i = 1,2, . . . , M του A. Αν ϑέσουµε z =G−1 y και t =G−1 r, το σύστηµα γράϕεται ως

z′ = D z+ t(x), z(a) =G−1α= α̃.

Αϕού ο D είναι διαγώνιος το πιο πάνω σύστηµα µπορεί να διαχωρισθεί στα M ανεξάρτητα προβλήµατα
αρχικών τιµών

z ′
i =λi zi + ti (x), zi (a) = α̃i , i = 1,2, . . . , M .

Η ευστάθεια µίας αριθµητικής µεθόδου για το σύστηµα εξαρτάταται από την ευστάθεια αυτής της µεθόδου
για το κάθε ένα από τα πιο πάνω προβλήµατα αρχικών τιµών.

Αν όλα τα λi ∈R−, τότε για να είναι η άµεση Euler ευσταθής πρέπει

h ≤ 2

|λi |
, i = 1,2, . . . , M

ή

h ≤ 2

maxi=1,2,...,M |λi |
.

Η έµµεση Euler και η µέθοδος του κανόνα του τραπεζίου δεν παρουσιάζουν αστάθεια.

Στην πράξη δεν χρειάζεται να ϐρούµε τον πίνακα G για να εϕαρµόσουµε τις αριθµητικές µεθόδους αλλά
εϕαρµόζουµε τη µέθοδο στο πρόβληµα στην αρχική του µορϕή. Στην εϕαρµογή των εµµέσων µεθόδων
χρειάζεται η επίλυση ενός γραµµικού συστήµατος M ×M σε κάθε ϐήµα.

Στη µελέτη της ευσταθείας πιο πάνω, υποθέσαµε ότι οι ιδιοτιµές του πίνακα A είναι πραγµατικές. Το
ερώτηµα είναι τι συµβαίνει όταν αυτές είναι µιγαδικές ; Αν µία ιδιοτιµή λ=α+ i β ∈C, α< 0, τότε για να
είναι ευσταθής η άµεση Euler ϑέλουµε

|1+hλ| ≤ 1 ⇒ (1+αh)2 +β2 h2 ≤ 1.
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Με άλλα λόγια ϑέλουµε το hλ να ϐρίσκεται εντός του δίσκου

D = {z ∈C : |z +1| ≤ 1}

Η έµµεση Euler και η µέθοδος του κανόνα του τραπεζίου δεν παρουσιάζουν αστάθεια, αϕού για κάθε
α< 0 ισχύει ότι (γιατί ;)

1

|1−hλ| ≤ 1, |1+ 1
2 hλ

1− 1
2 hλ

| ≤ 1.

3.6 Βελτίωση της ακριβείας

Σ’αυτή τήν παράγραϕο µελετούµε τρόπους ϐελτίωσης των αποτελεσµάτων που λαµβάνουµε από τις τρεις
µεθόδους ενός ϐήµατος που µελετήσαµε.

3.6.1 Αναβεβληµένη προσέγγιση της λύσης

Είδαµε ότι το ολικό σϕάλµα της άµεσης Euler και της έµµεσης Euler είναι O(h) ενώ το αντίστοιχο σϕάλµα
της µεθόδου του κανόνα του τραπεζίου είναι O(h2). Αυτό σηµαίνει ότι σε ένα συγκεκριµένο σηµείο, όταν
το h υποδιπλασιάζεται, το σϕάλµα διαιρείται δια του δύο στις µεθόδους Euler και δια του τέσσερα στη
µέθοδο του κανόνα του τραπεζίου.

Εποµένως στο σηµείο x = X , αν το Y (X ,h) συµβολίζει την προσέγγιση της αριθµητικής µεθόδου µε ϐήµα
h, µπορούµε να γράψουµε για τις δύο µεθόδους Euler

y(X )−Y (X ,h) ≈ A h

και
y(X )−Y (X ,

h

2
) ≈ A

h

2
.

Αυτό σηµαίνει ότι µπορούµε να εκϕράσουµε το σϕάλµα ως

y(X )−Y (X ,
h

2
) ≈ Y (X ,

h

2
)−Y (X ,h),

δηλαδή µπορούµε να δούµε πόσο µικρό είναι το σϕάλµα χωρίς να γνωρίζουµε την ακριβή λύση.

Παρόµοια για τη µέθοδο του κανόνα του τραπεζίου µπορούµε να γράψουµε

y(X )−Y (X ,h) ≈ A h2

και

y(X )−Y (X ,
h

2
) ≈ A

h2

4
και ανάλογα

y(X )−Y (X ,
h

2
) ≈ 1

3

{
Y (X ,

h

2
)−Y (X ,h)

}
.

Στις µεθόδους που µελετήσαµε, ο ϱυθµός σύγκλισης µπορεί να ϐελτιωθεί µε λίγους επιπλέον υπολο-
γισµούς. Για τις µεθόδους Euler, η σχέση µεταξύ της λύσης y στο σηµείο x = X και της αντίστοιχης
προσέγγισης Y (X ,h) µε ϐήµα h είναι

y(X ) = Y (X ,h)+h u1(X )+h2 u2(X )+ . . . ,
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όπου οι συναρτήσεις ui είναι ανεξάρτητες του h. Αν ξαναγράψουµε την πιο πάνω σχέση µε h
2 αντί h,

έχουµε

y(X ) = Y (X ,
h

2
)+ h

2
u1(X )+ h2

4
u2(X )+·· ·

και συνδυασµός των δύο σχέσεων δίνει

y(X ) = 2Y (X ,
h

2
)−Y (X ,h)− h2

2
u2(X )+·· ·

Αυτό µας οδηγεί στη ϐελτιωµένη προσέγγιση

Y (X ,
h

2
,h) = Y (X ,

h

2
)+

{
Y (X ,

h

2
)−Y (X ,h)

}
µε σϕάλµα O(h2).

Η ιδέα αυτή µπορεί να επεκταθεί όσο ϑέλουµε αν το επιτρέπει η οµαλότητα της λύσης. Παίρνοντας h
4 αντί

h και συνδυάζοντας τις τρείς σχέσεις παίρνουµε την ϐελτιωµένη προσέγγιση

Y (X ,
h

4
,

h

2
,h) = Y (X ,

h

4
,

h

2
)+ 1

3

{
Y (X ,

h

4
,

h

2
)−Y (X ,

h

2
,h)

}
µε σϕάλµα O(h3).

Ο ίδιος µηχανισµός µπορεί να εϕαρµοσθεί και στη µέθοδο του κανόνα του τραπεζίου µε µεγαλύτερη
αποτελεσµατικότητα.

Η πρώτη προσέγγιση έχει ολικό σϕάλµα O(h2), και ο αντίστοιχος τύπος γράϕεται

y(X ) = Y (X ,h)+h2 u2(X )+h4 u4(X )+·· ·

(Οι όροι περιττού ϐαθµού ως προς h δεν εµϕανίζονται και αυτό οϕείλεται στη συµµετρία της µεθόδου του
κανόνα του τραπεζίου γύρω από το x = xn + h

2 . Αυτό φαίνεται αν ϐρούµε το τοπικό σϕάλµα αποκοπής
γύρω από το x = xn + h

2 .) Συνδυάζοντας τον πιο πάνω τύπο για h και h
2 έχουµε τη ϐελτιωµένη προσέγγιση

Y (X ,
h

2
,h) = Y (X ,

h

2
)+ 1

3

{
Y (X ,

h

2
)−Y (X ,h)

}
µε σϕάλµα O(h4).

Συνδυασµός των περιπτώσεων h, h
2 και h

4 δίνει

Y (X ,
h

4
,

h

2
,h) = Y (X ,

h

4
,

h

2
)+ 1

15

{
Y (X ,

h

4
,

h

2
)−Y (X ,

h

2
,h)

}
µε σϕάλµα O(h6).

3.7 Ακριβέστερες µονοβηµατικές µέθοδοι

Μελετούµε δύο τύπους µονοβηµατικών µεθόδων µε µεγαλύτερη ακρίβεια από αυτές που ήδη µελετήσαµε.
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3.7.1 Η µέθοδος του αναπτύγµατος Taylor

Σ’αυτή τη µέθοδο απλά υπολογίζουµε το ανάπτυγµα Taylor σε διαδοχικά ϐήµατα. Συγκεκριµένα για την
επίλυση του προβλήµατος αρχικών τιµών

y ′ = f (x, y), y(a) =α,

το ανάπτυγµα Taylor στο x1 = a +h γύρω από το x = a δίνει

y1 = y0 +h y ′
0 +

h2

2
y ′′

0 + h3

6
y ′′′

0 +·· ·+ hp

p !
y (p)

0 +·· ·

Γνωρίζουµε το y0 = y(a) = α και το y ′
0 = f (x0, y0). Τις υπόλοιπες παραγώγους µπορούµε να τις ϐρούµε

από τους τύπους :

y ′′ = ∂ f

∂x
+ f

∂ f

∂y
,

y ′′′ = ∂2 f

∂x2 +2 f
∂2 f

∂x ∂y
+ f 2 ∂2 f

∂y2 + ∂ f

∂x

∂ f

∂y
+ f (

∂ f

∂y
)2

κ.λ.π. Ακολούθως προχωρούµε ανάλογα µε τον τύπο

Yn+1 = Yn +h Y ′
n + h2

2
Y ′′

n + h3

6
Y ′′′

n +·· ·+ hp

p !
Y (p)

n +·· ·

Αν σταµατήσουµε το ανάπτυγµα στο p ∈ N, τότε έχουµε τη µέθοδο του αναπτύγµατος Taylor τάξεως p.
Σηµειώστε ότι για p = 1 έχουµε την άµεση Euler.

Σηµειώστε επίσης ότι η µέθοδος του αναπτύγµατος Taylor είναι άµεση.

Παράδειγµα: Στο πρόβληµα
y ′ = x − y2, y(1) = 1,

από τους τύπους
y ′ = x − y2,

y ′′ = 1−2 y y ′

y ′′′ =−2 y y ′′−2(y ′)2

y (i v) =−2 y y ′′′−6 y ′ y ′′

κ.λ.π. παίρνουµε Y ′
0 = 0, Y ′′

0 = 1, Y ′′′
0 = −2, Y (i v)

0 = 4 και η µέθοδος του αναπτύγµατος Taylor τετάρτης
τάξεως δίνει

Y1 = 1+ h2

2
−2

h3

6
+4

h4

24
.

Παράδειγµα: Το πρόβληµα δευτέρας τάξεως

y ′′ = x y2, y(0) = 1, y ′(0) = 0,

µπορούµε να το γράψουµε ως σύστηµα

y′ = f(x, y, z), y(0) = [1, 0]T ,

όπου y = [y, z]T , z = y ′ και f(x, y, z) = [z, x y2]T . Ακολούθως εϕαρµόζουµε τη µέθοδο του αναπτύγµατος
Taylor στο πιό πάνω σύστηµα.
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∆ιαϕορετικά, από του τύπους
y ′′ = x y2,

y ′′′ = y2 +2 x y y ′

y (i v) = 4 y y ′+2 x y y ′′+2 x (y ′)2

κ.λ.π. µπορούµε να υπολογίσουµε τα

Yn+1 = Yn +h Y ′
n + h2

2
Y ′′

n + h3

6
Y ′′′

n +·· ·+ hp

p !
Y (p)

n

και

Y ′
n+1 = Y ′

n +h Y ′′
n + h2

2
Y ′′′

n +·· ·+ hp

p !
Y (p+1)

n

σε κάθε ϐήµα.

Για να µελετήσουµε την ευστάθεια αυτής της µεθόδου εξετάζουµε, ως συνήθως, το πρόβληµα αρχικών
τιµών

y ′ =λ y + g (x) y(a) =α, λ< 0.

Για τη µέθοδο τάξεως p, ο συντελεστής σ που πολλαπλασιάζει το προηγούµενο σϕάλµα είναι τώρα

σ= 1+λh + λ2 h2

2!
+ λ3 h3

3!
+·· ·+ λp hp

p !

και για να έχουµε ευστάθεια πρέπει |σ| ≤ 1.

Για p = 1 είδαµε ότι για ευστάθεια απαιτείται |λh| ≤ 2.

Παράδειγµα: ∆είξτε ότι για p = 2 απαιτείται |λh| ≤ 2.

Παράδειγµα: Εξετάστε τι συµβαίνει για p = 3 και p = 4.

3.7.2 Μέθοδοι Runge–Kutta

Η κύρια αδυναµία τη µεθόδου της σειράς Taylor είναι η ανάγκη υπολογισµού διαδοχικών παραγώγων που
είναι υπολογιστικά δαπανηρή, ιδιαίτερα όταν έχουµε µεγάλα µη-γραµµικά συστήµατα. Αυτό το κόστος
µπορεί να αποϕευχθεί µε τις µεθόδους Runge - Kutta.

Μια πολύ απλή τέτοια µέθοδος κατασκευάζεται ως εξής : Από τη µέθοδο του κανόνα του τραπεζίου έχουµε

yn+1 ≈ yn + 1

2
h

{
f (xn , yn)+ f (xn+1, yn+1)

}
.

Για να γίνει η πιό πάνω µέθοδος άµεση, προσεγγίζουµε τον έµµεσο όρο f (xn+1, yn+1) µε το f
(
xn+1, yn +h f (xn , yn)

)
,

δηλαδή έχουµε

yn+1 ≈ yn + 1

2
h

{
f (xn , yn)+ f (xn+1, yn +h f (xn , yn))

}
.

Υπολογιστικά, η µέθοδος που προκύπτει γράϕεται στη µορϕή

k1 = h f (xn ,Yn),

k2 = h f (xn +h,Yn +k1),
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Σχήµα 3.5: Συντελεστής της µεθόδου του αναπτύγµατος Taylor τρίτης τάξεως

Yn+1 = Yn + 1

2
{k1 +k2} .

Αυτή είναι η µέθοδος Runge - Kutta δευτέρας τάξεως.

Για την εύρεση του τοπικού σϕάλµατος αποκοπής της µεθόδου ϑα χρειαστούµε τους τύπους

y ′ = f ,

y ′′ = fx + f fy ,

y ′′′ = fxx +2 f fx y + f 2 fy y + fx fy + f f 2
y .

Από τον ορισµό,

Tn+1 = yn+1 − yn

h
− 1

2

{
f (xn , yn)+ f (xn+1, yn +h f (xn , yn))

}=
1

h

{
yn +h y ′

n + h2

2!
y ′′

n + h3

3!
y ′′′

n +O(h4)− yn

}

−1

2

{
f + f +h ( fx + f fy )+ h2

2
( fxx +2 f fx y + f 2 fy y )+O(h3)

}
=

h

2
(y ′′

n − fx − f fy )+ h2

12
(2 y ′′′

n −3 fxx −6 f fx y −3 f 2 fy y )+O(h3) =

h2

12
(2 fx fy +2 f f 2

y − fxx −2 f fx y − f 2 fy y ) =O(h2),

δηλαδή η µέθοδος είναι δευτέρας τάξεως.
Μπορούµε να κατασκευάσουµε µεθόδους Runge - Kutta πιο υψηλής τάξεως. Η πλέον δηµοϕιλής είναι η
κλασσική µέθοδος Runge - Kutta τετάρτης τάξεως που δίδεται από

k1 = h f (xn ,Yn),
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Σχήµα 3.6: Συντελεστής της µεθόδου του αναπτύγµατος Taylor τετάρτης τάξεως

k2 = h f (xn + h

2
,Yn + 1

2
k1),

k3 = h f (xn + h

2
,Yn + 1

2
k2),

k4 = h f (xn +h,Yn +k3),

Yn+1 = Yn + 1

6
{k1 +2k2 +2k3 +k4} .

Εννοείται ότι η ανωτέρω µέθοδος δεν είναι η µοναδική µέθοδος Runge - Kutta τετάρτης τάξεως.
Η κατασκευή µεθόδων Runge - Kutta µε κριτήριο την τάξη της µεθόδου είναι γενικά πρόβληµα περίπλοκο.

Παράδειγµα: Ας εξετάσουµε τη γενική µορϕή

Yn+1 = Yn +h
{
γ1 f (xn ,Yn)+γ2 f (xn +αh,Yn +βh f (xn ,Yn))

}
.

Πώς ϐρίσκουµε τους συντελεστές γ1,γ2,α και β για να έχουµε µέγιστη τάξη ;

Από τον ορισµό του τοπικού σϕάλµατος αποκοπής προκύπτει

Tn+1 = yn+1 − yn

h
−{

γ1 f (xn , yn)+γ2 f (xn +αh, yn +βh f (xn , yn))
}

= y ′
n + h

2
y ′′

n + h2

6
y ′′′

n

−
{

(γ1 +γ2) f +hγ2 (α fx +β f fy )+ h2

2
γ2 (α2 fxx +2αβ f fx y +β2 f 2 fy y )

}
+O(h3)

= f (1−γ1 −γ2)+h

(
(

1

2
−αγ2) fx + (

1

2
−βγ2) f fy

)
+h2

(
(

1

6
− 1

2
α2γ2) fxx + (

1

3
−αβγ2) f fx y + (

1

6
− 1

2
β2γ2) f 2 fy y + 1

6
fx fy + 1

6
f f 2

y

)
+O(h3).
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Αν επιλέξουµε τις παραµέτρους ούτως ώστε

γ1 +γ2 = 1, γ2α= 1

2
, γ2β= 1

2
,

τότε Tn+1 =O(h2). Λόγω της παρουσίας των όρων 1
6 fx fy + 1

6 f f 2
y που είναι ανεξάρτητοι των παραµέτρων η

µέθοδος δεν µπορεί να είναι υψηλοτέρας τάξεως.

Για κάθε γ2, οι επιλογές

γ1 = 1−γ2, α=β= 1

2γ2
,

δίνουν Tn+1 =O(h2). Συγκεκριµένα,

Tn+1 = h2
(
(

1

6
− 1

8γ2
) fxx + (

1

3
− 1

4γ2
) f fx y + (

1

6
− 1

8γ2
) f 2 fy y + 1

6
fx fy + 1

6
f f 2

y

)
+O(h3)

Πιο γενικά έχουµε την µέθοδο Runge - Kutta που ορίζεται από τα

k1 = h f (xn ,Yn),

k2 = h f (xn +α2 h,Yn +β21 k1),

k3 = h f (xn +α3 h,Yn +β31 k1 +β32 k2),

.

.

.

kN = h f (xn +αN h,Yn +βN 1 k1 +·· ·+βN N−1 kN−1),

Yn+1 = Yn + {A1 k1 +·· ·+ AN kN } .

Επίσης επιλέγουµε

α j =
j−1∑
i=1

β j ,i , j = 2,3, · · · , N .

Για να είναι η µέθοδος τουλάχιστον πρώτης τάξεως πρέπει και αρκεί να έχουµε

N∑
i=1

Ai = 1.

Η ιδέα είναι ο προσδιορισµός των συντελεστών ούτως ώστε η µέθοδος να είναι όσο το δυνατόν πιο ακριβής.

Παράδειγµα: ΄Οταν N = 4, οι επιλογές

α2 = 1

2
, β21 = 1

2
,

α3 = 1

2
, β31 = 0, β32 = 1

2
,

α4 = 1, β41 = 0, β42 = 0, β43 = 1,

A1 = 1

6
, A2 = A3 = 1

3
, A4 = 1

6
,

δίνουν την κλασσική µέθοδο Runge - Kutta τετάρτης τάξεως.

Οι µέθοδοι Runge - Kutta δεν είναι άµεσα εϕαρµόσιµες σε εξισώσεις ανωτέρας τάξεως αλλά εϕαρµόζονται
εύκολα σε συστήµατα εξισώσεων πρώτης τάξεως.
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Για το σύστηµα M εξισώσεων
y′ = f(x,y), y(a) =α,

η κλασσική µέθοδος Runge - Kutta τετάρτης τάξεως δίνει

k1 = h f(xn ,Yn),

k2 = h f(xn + h

2
,Yn + 1

2
k1),

k3 = h f(xn + h

2
,Yn + 1

2
k2),

k4 = h f(xn +h,Yn +k3),

Yn+1 = Yn + 1

6
{k1 +2k2 +2k3 +k4} .

Ας εξετάσουµε τώρα την ευστάθεια των µεθόδων Runge - Kutta.

Για παράδειγµα, στην εϕαρµογή της Runge - Kutta δευτέρας τάξεως

k1 = h f (xn ,Yn),

k2 = h f (xn +h,Yn +k1),

Yn+1 = Yn + 1

2
{k1 +k2} ,

στο πρόβληµα
y ′ =λ y + g (x) y(a) =α, λ< 0,

ο συντελεστής ευσταθείας σ είναι σ = 1+λh + λ2 h2

2! . Για ευστάθεια απαιτείται |σ| ≤ 1 δηλαδή h ≤ 2
|λ| .

Εποµένως η µέθοδος είναι µερικώς ασταθής και ακατάλληλη για δύσκαµπτα προβλήµατα.

Γενικά οι άµεσες µέθοδοι Runge - Kutta είναι µερικώς ασταθείς. Οι έµµεσες µέθοδοι Runge - Kutta είναι
συνήθως ευσταθείς.

Για παράδειγµα, όταν η έµµεση µέθοδος Runge - Kutta δευτέρας τάξεως

k1 = h f (xn ,Yn),

k2 = h f (xn +h,Yn + 1

2
k1 + 1

2
k2),

Yn+1 = Yn + 1

2
{k1 +k2} ,

εϕαρµοσθεί στο πρόβληµα
y ′ =λ y + g (x) y(a) =α, λ< 0,

ο συντελεστής ευσταθείας είναι

σ= 1+ 1

2
λh + 1

2
λh

1+ 1
2λh

1− 1
2λh

= 1+ 1
2λh

1− 1
2λh

και προϕανώς |σ| ≤ 1, οπότε και η µέθοδος είναι ευσταθής.

Πιο γενικά, έχουµε την έµµεση µέθοδο

k1 = h f (xn + (α+β)h,Yn +αk1 +βk2),

k2 = h f (xn + (γ+δ)h,Yn +γk1 +δk2),
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Yn+1 = Yn + {c1 k1 +c2 k2} ,

µε συντελεστή ευσταθείας

σ= 1−λh
c1

(
λh(δ−β)−1

)+c2
(
λh(α−γ)−1

)
1−λh(α+δ)+λ2 h2 (αδ−βγ)

.

Η επιλογές

α= 1

4
, β= 1

4
+
p

3

6
, γ= 1

4
−
p

3

6
, δ= 1

4
, c1 = c2 = 1

2
,

δίνουν

σ= 1+ 1
2λh + 1

12λ
2 h2

1− 1
2λh + 1

12λ
2 h2

και προϕανώς |σ| ≤ 1 και η µέθοδος είναι ευσταθής.

Οι έµµεσες µέθοδοι Runge - Kutta είναι πολύπλοκες και απαιτούν πολλές πράξεις.

Μια κατηγορία µεθόδων Runge - Kutta που είναι λιγότερο περίπλοκες είναι οι ηµιέµµεσες ή διαγώνια

έµµεσες µέθοδοι Runge - Kutta. Για παράδειγµα, η µέθοδος

k1 = h f (xn ,Yn),

k2 = h f (xn + h

2
,Yn + 1

4
k1 + 1

4
k2),

k3 = h f (xn +h,Yn +k2),

Yn+1 = Yn + 1

6
{k1 +4k2 +k3} ,

είναι τέτοια µέθοδος. Μόνο η εξίσωση για το k2 είναι έµµεση.

Παρατήρηση: Μια ιδιαίτερα χρήσιµη µέθοδος Runge - Kutta, η µέθοδος του Merson µας δίνει µία
προσέγγιση του σϕάλµατος σε κάθε σηµείο. Αυτή η µέθοδος δίδεται από

k1 = h f (xn ,Yn),

k2 = h f (xn + h

3
,Yn + 1

3
k1),

k3 = h f (xn + h

3
,Yn + 1

6
k1 + 1

6
k2),

k4 = h f (xn + h

2
,Yn + 1

8
k1 + 3

8
k3),

k5 = h f (xn +h,Yn + 1

2
k1 − 3

2
k3 +2k4),

και τις προσεγγίσεις

Ỹn+1 = Yn + 1

2
k1 − 3

2
k3 +2k4, Ȳn+1 = Yn + 1

6
k1 + 2

3
k4 + 1

6
k5.

Αν η f (x, y) είναι γραµµική ως προς τα x και y, µπορεί να δειχθεί ότι

yn+1 − Ỹn+1 =− 1

120
h5 y (v), yn+1 − Ȳn+1 =− 1

720
h5 y (v),

οπότε
yn+1 − Ȳn+1 ≈ 1

5
(Ȳn+1 − Ỹn+1).
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Ασκήσεις

1. Να δοθούν οι τύποι των τριών µεθόδων ενός ϐήµατος για το πρόβληµα αρχικών τιµων y ′ = f (x, y), y(1) =
α. Να ϐρεθεί το τοπικό σϕάλµα αποκοπής της κάθε µεθόδου. Εξετάστε την µερική ευστάθεια εκά-
στης των ανωτέρω µεθόδων όταν
f (x, y) =−7y + 1

1+x2 .

2. ∆ίδεται ο γενικός τύπος Runge-Kutta της µορϕής

Yr+1 = Yr +β1K1 +β2K2 +β3K3,

K1 = h f (xr ,Yr ), K2 = h f (xr + 1

2
h,Yr + 1

2
K1), K3 = h f (xr + 3

4
h,Yr + 3

4
K2),

για την επίλυση του προβλήµατος αρχικών τιµών y ′ = f (x, y), y(1) = α. Να ϐρεθούν τα β1,β2,β3

ούτως ώστε ο τύπος να έχει µέγιστη ακρίβεια.

3. Να δοθεί ο τύπος της κλασσικής µεθόδου Runge-Kutta τετάρτης τάξεως. Περιγράψτε την εϕαρµογή
της µεθόδου για την αριθµητική επίλυση του προβλήµατος αρχικών τιµών

y ′′ = y − z − (3y ′)2 + (z ′)2 +6z ′′+2x,

z ′′′ = z ′′− y ′+e y −x,

y(1) = 2, y ′(1) =−4, z(1) =−2, z ′(1) = 7, z ′′(1) = 6.

4. ∆ίδεται η γενική µορϕή µεθόδου Runge-Kutta:

k1 = h f (xr ,Yr ), k2 = h f (xr + 1

2
h,Yr + 1

2
k1), k3 = h f (xr +γh,Yr + (γ−2)k1 +2k2)

Yr+1 = Yr +β1k1 +β2k2 +β3k3

για την επίλυση του προβλήµατος αρχικών τιµών

y ′ = f (x, y), y(0) =α.

• (α) Στην περίπτωση που β2 =β3 = 0, να ϐρεθεί το β1 για να ελαχιστοποιείται το τοπικό σϕάλµα
αποκοπής. Να δοθεί η τάξη του σϕάλµατος.

• (ϐ) Στην περίπτωση που β3 = 0, να ϐρεθεί η µέθοδος για να ελαχιστοποιείται το τοπικό σϕάλµα
αποκοπής. Να δοθεί η τάξη του σϕάλµατος.

• (γ) Στην περίπτωση που τα β1, β2 και β3 είναι ϑετικά, να ϐρεθεί η µέθοδος για να ελαχιστο-
ποιείται το τοπικό σϕάλµα αποκοπής. Να δοθεί η τάξη του σϕάλµατος.



Κεϕάλαιο 4

Προβλήµατα Αρχικών Τιµών -

Πολυβηµατικές Μέθοδοι

4.1 Εισαγωγή

Οι µονοβηµατικές µέθοδοι του Euler και η µέθοδος του κανόνα του τραπεζίου που µελετήσαµε στο προη-
γούµενο κεϕάλαιο είναι στην πράξη πολύ δαπανηρές για την επίλυση προβληµάτων αρχικών τιµών αϕού
είναι γενικά χαµηλής τάξεως. Οι ϐελτιωµένες µέθοδοι απαιτούν πολλούς επιπλέον υπολογισµούς και είναι
υπολογιστικά περίπλοκες.

Η µέθοδος του αναπτύγµατος Taylor είναι µεν υψηλοτέρας τάξεως αλλά χρειάζεται πολλούς υπολογι-
σµούς παραγώγων. Επίσης οι µέθοδοι Runge-Kutta απαιτούν περίπλοκους υπολογισµούς σέ κάθε ϐήµα.
Επίσης, η µέθοδος του αναπτύγµατος Taylor και οι άµεσες µέθοδοι Runge-Kutta είναι µερικώς ασταθείς.

Οι δυσκολίες αυτές µπορούν να ξεπεραστούν µε ακριβέστερες µεθόδους, τις πολυβηµατικές µεθόδους, που
ϑα µελετήσουµε σ’αυτό το κεϕάλαιο.

4.2 Πολυβηµατικοί τύποι πεπερασµένων διαϕορών

Υπενθυµίζουµε ότι σκοπός µας είναι η αριθµητική επίλυση του προβλήµατος αρχικών τιµών

y ′ = f (x, y), y(a) =α.

Ας ξαναγράψουµε τον γενικό τύπο ενός ϐήµατος ως

Yn+1 +α1 Yn = h
(
β0 Y ′

n+1 +β1 Y ′
n

)
.

Σηµείωση. Σ’αυτό το κεϕάλαιο ϑα χρησιµοποιήσουµε τον συµβολισµό Y ′
n = f (xn ,Yn).

Είδαµε ότι το τοπικό σϕάλµα αποκοπής δίδεται από

Tn+1 = 1

h

(
yn+1 +α1 yn

)−β0 y ′
n+1 −β1 y ′

n

43
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= 1

h

{
(1+α1) yn + (1−β0 −β1)h y ′

n + (
1

2
−β0)h2 y ′′

n + (
1

6
− β0

2
)h3 y ′′′

n + (
1

24
− β0

6
)h4 y (i v)

n +·· ·
}

Μπορούµε να µηδενίσουµε τους τρείς πρώτους όρους παίρνοντας α1 =−1, β0 =β1 = 1
2 και τότε

Tn+1 =− 1

12
h2 y ′′′

n − 1

24
h3 y (i v)

n +·· ·
και όπως είδαµε αυτή η επιλογή δίνει τη µέθοδο του κανόνα του τραπεζίου. Για να επιτύχουµε µεγαλύτερη
ακρίβεια χρειαζόµαστε περισσότερους όρους στον τύπο πεπερασµένων διαϕορών.

Για παράδειγµα στον τύπο
Yn+1 +α1 Yn = h

(
β0 Y ′

n+1 +β1 Y ′
n +β2 Y ′

n−1

)
,

για να ελαχιστοποιήσουµε το τοπικό σϕάλµα αποκοπής πρέπει να πάρουµε

α1 =−1, β0 +β1 +β2 = 1, β0 −β2 = 1

2
,
β0

2
+ β2

2
= 1

6
.

Η ικανοποίηση των συνθηκών αυτών δίνει

Yn+1 −Yn = h

12

(
5Y ′

n+1 +8Y ′
n −Y ′

n−1

)
,

που είναι µέθοδος τρίτης τάξεως µε Tn+1 =− 1
24 h3 y (v)

n +·· · .
Πιο γενικά έχουµε τον τύπο k - ϐηµάτων

Yn+1 +α1 Yn +α2 Yn−1 +·· ·+αk Yn−k+1 = h
(
β0 Y ′

n+1 +β1 Y ′
n +·· ·+βk Y ′

n−k+1

)
,

n = k −1, k, k +1, · · ·(
Y ′ = f (x,Y )

)
.

Ο τύπος αυτός λέγεται τύπος k-ϐηµάτων γιατί περιέχει το Y ή το f (x,Y ) σε k διαδοχικά σηµεία πρίν το
xn+1, που είναι το σηµείο στο οποίο ϑέλουµε να υπολογίσουµε το Yn+1.

Σηµειώστε ότι αν β0 = 0 η µέθοδος είναι άµεση ενώ αν β0 ̸= 0 η µέθοδος είναι έµµεση.

Αυτό που µας ενδιαϕέρει είναι ο προσδιορισµός των συντελεστών για να έχουµε όσο το δυνατό πιο υψηλή
τάξη της µεθόδου. Είδαµε ότι αν σε µία µέθοδο έχουµε ότι Tn+1 = O(hp ), τότε η µέθοδος είναι τάξεως p.
Το τοπικό σϕάλµα αποκοπής της µεθόδου k - ϐηµάτων δίδεται απο τον τύπο

Tn+1 = yn+1 +α1 yn +α2 yn−1 +·· ·+αk yn−k+1

h
− (

β0 y ′
n+1 +β1 y ′

n +·· ·+βk y ′
n−k+1

)
.

Παράδειγµα: Να ϐρεθεί η ακριβέστερη µέθοδος δύο ϐηµάτων.

Εδώ πρέπει να εξετάσουµε την µέθοδο

Yn+1 +α1 Yn +α2 Yn−1 = h
(
β0 Y ′

n+1 +β1 Y ′
n +β2 Y ′

n−1

)
.

Η ελαχιστοποίηση του τοπικού σϕάλµατος αποκοπής δίνει την έµµεση µέθοδο δύο ϐηµάτων τετάρτης
τάξεως

Yn+1 −Yn−1 = 1

3
h

(
Y ′

n+1 +4Y ′
n +Y ′

n−1

)
.

Παράδειγµα: Να ϐρεθεί η ακριβέστερη άµεση µέθοδος τριών ϐηµάτων.

Εδώ πρέπει να εξετάσουµε την µέθοδο

Yn+1 +α1 Yn +α2 Yn−1 +α3 Yn−2 = h
(
β1 Y ′

n +β2 Y ′
n−1 +β3 Y ′

n−2

)
.

Η ελαχιστοποίηση του τοπικόυ σϕάλµατος αποκοπής δίνει τη µέθοδο πέµπτης τάξεως

Yn+1 +18Yn −9Yn−1 −10Yn−2 = h
(
9Y ′

n +18Y ′
n−1 +3Y ′

n−2

)
.
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4.3 Σύγκλιση, συνέπεια και µηδέν ευστάθεια

∆ύο παράγοντες επηρεάζουν την σύγκλιση µίας αριθµητικής µεθόδου. Ο ένας παράγοντας είναι η συνέπεια
της εν λόγω µεθόδου. Για να είναι συνεπής µία µέθοδος πρέπει να είναι τουλάχιστον πρώτης τάξεως,
δηλαδή Tn+1 =O(h), τουλάχιστον.

Για να είναι µία µέθοδος k-ϐηµάτων συνεπής πρέπει να έχουµε ότι

1+α1 +α2 +·· ·+αk = 0

και
1−α2 −2α3 −·· ·− (k −1)αk =β0 +β1 +·· ·+βk .

Ο δεύτερος παράγοντας είναι η µηδέν-ευστάθεια της µεθόδου. Εδώ απαιτείται η διερεύνηση των λύσεων
της εξισώσεως διαϕορών

Yn+1 +α1 Yn +α2 Yn−1 +·· ·+αk Yn−k+1 = h
(
β0 Y ′

n+1 +β1 Y ′
n +·· ·+βk Y ′

n−k+1

)
,

όταν το h → 0.

Αυτό σηµαίνει ότι πρέπει να διερευνήσουµε τις ϱίζες της

qk +α1 qk−1 +α2 qk−2 +·· ·+αk−1 q +αk = 0.

Αν οι ϱίζες αυτές είναι οι qi , i = 1,2, . . . ,k, τότε οι λύσεις που µας ενδιαϕέρουν είναι της µορϕής Ai qn
i ή

(Ai +Bi n) qn
i στην περίπτωση που έχουµε διπλές ϱίζες.

Αναµένουµε η µία των ϱιζών να είναι η q1 = 1 που ϑα είναι η προσέγγιση στη µοναδική λύση της διαϕορικής
εξίσωσης y ′ = 0 την οποία και προσεγγίζουµε όταν το h → 0. Επίσης, η πρώτη των εξισώσεων συνεπείας
εγγυάται την ύπαρξη αυτής της ϱίζας.

Οι υπόλοιπες ϱίζες είναι παρασιτικές και δεν έχουν καµµία σχέση µε την διαϕορική εξίσωση. Αυτές δεν
πρέπει να επηρεάζουν την λύση όταν το h → 0, και αυτό συµβαίνει µόνον αν κανένα άλλο qi , i = 2, . . . ,k

δεν υπερβαίνει την µονάδα σε µέτρο. Επίσης, δεν ϑέλουµε να έχουµε πολλαπλές ϱίζες µε µέτρο ένα. Με
αυτά τα δύο κριτήρια αποϕεύγουµε εκθετικά αύξουσες και αλγεβρικά αύξουσες λύσεις, αντίστοιχα, και η
µέθοδος είναι µηδέν ευσταθής.

Σηµείωση: Μπορεί να δειχθεί ότι η συνέπεια και η µηδέν ευστάθεια σε µία µέθοδο συνεπάγονται σύγκλιση
της µεθόδου (Θεώρηµα ισοδυναµίας του Dahlquist).

Στις µονοβηµατικές µεθόδους δεν εµϕανίζονται παρασιτικές λύσεις οπότε χρειάζεται να ελέγχουµε µόνο
την συνέπεια για να έχουµε σύγκλιση. Με τις πολυβηµατικές µεθόδους πρέπει να είναι κανείς πιο προ-
σεκτικός. Πολλές πολυβηµατικές µέθοδοι δεν συγκλίνουν, και ο λόγος γι’αυτό είναι η έλλειψη µηδέν
ευσταθείας.

Υπολογιστικό Παράδειγµα 1: ∆ίδεται η µέθοδος

Yn+1 +9Yn −9Yn−1 −Yn−2 = 6h
(
Y ′

n +Y ′
n−1

)
,

για το πρόβληµα αρχικών τιµών

y ′ =−y − 1

(1+x)2 + 1

1+x
, y(0) = 1,
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µε ακριβή λύση την y(x) = 1
1+x . Είναι εύκολο να δειχθεί ότι η µέθοδος είναι συνεπής. Η χαρακτηριστική

εξίσωση που αντιστοιχεί στο h = 0 είναι

q3 +9 q2 −9 q −1 = 0,

µε ϱίζες q1 = 1, q2 =−5+p
24, q3 =−5−p

24. Προϕανώς η µέθοδος δεν είναι µηδέν ευσταθής λόγω της q3.
Από τα αποτελέσµατα φαίνεται ότι δεν έχουµε σύγκλιση και ότι όσο µικραίνει το h τόσο χειροτερεύουν τα
αποτελέσµατα. Ο λόγος είναι ότι η συµπληρωµατική συνάρτηση είναι της µορϕής A1 pn

1 + A2 pn
2 + A3 pn

3

όπου τώρα τα pi είναι οι ϱίζες της

p3 + (9+6h) p2 − (9−6h) p −1 = 0.

Η πιο µεγάλη σε µέτρο παρασιτική λύση είναι κοντά στο −5−p
24 ≈−10 και αυτό φαίνεται πηγαίνοντας

από το ένα ϐήµα στο άλλο όπου το σϕάλµα πολλαπλασιάζεται µε το −10.

Υπολογιστικό Παράδειγµα 2: ∆ίδεται η µέθοδος

Yn+1 −Yn = h

12

(
5Y ′

n+1 +8Y ′
n −Y ′

n−1

)
,

για το πρόβληµα αρχικών τιµών

y ′ =−y − 1

(1+x)2 + 1

1+x
, y(0) = 1.

Είναι εύκολο να δειχθεί ότι η µέθοδος είναι συνεπής. Επίσης, οι ϱίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης είναι
οι q = 0 και q = 1, εποµένως η µέθοδος είναι µηδέν ευσταθής.
Σ’αυτή την περίπτωση η σύγκλιση είναι εµϕανής µε το σϕάλµα να συµπεριϕέρεται σαν το h3.

Παρά το γεγονός ότι η συνέπεια και η µηδέν ευστάθεια συνεπάγονται σύγκλιση, έχουµε το εξής ενδιαϕέρον
φαινόµενο :

Μία άµεση µέθοδος k ϐηµάτων (που έχει 2k αυθαίρετες µεταβλητές) µπορεί να κατασκευασθεί µε τοπικό
σϕάλµα αποκοπής O(h2k−1). Η ανάλογη έµµεση µέθοδος µπορεί να κατασκευασθεί µε τοπικό σϕάλµα
αποκοπής O(h2k ). Υπάρχει όµως ϑεώρηµα που αναϕέρει ότι η µέγιστη τάξη συγκλίνουσας µεθόδου k

ϐηµάτων είναι k +1 για k περιττό και k +2 για k άρτιο, για έµµεσες µεθόδους. Για άµεσες µεθόδους η
µέγιστη τάξη συγκλίνουσας µεθόδου k ϐηµάτων είναι k. Αυτό είναι το πρώτο φράγµα του Dahlquist. Με
άλλα λόγια η µηδέν ευστάθεια περιορίζει την ακρίβεια.

4.4 Μερική αστάθεια

΄Εστω ότι εϕαρµόζουµε τη γενική µέθοδο k - ϐηµάτων

Yn+1 +α1 Yn +α2 Yn−1 +·· ·+αk Yn−k+1 = h
(
β0 Y ′

n+1 +β1 Y ′
n +·· ·+βk Y ′

n−k+1

)
,

στο πρόβληµα αρχικών τιµών
y ′ =λ y + g (x), y(a) =α, λ< 0.

Είναι εύκολο να δειχθεί ότι το σϕάλµα en = Yn − yn ικανοποιεί την εξίσωση

(1−hλβ0)en+1 + (α1 −hλβ1)en +·· ·+ (αk −hλβk )en−k+1 = h Tn+1.
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Η συµπληρωµατική συνάρτηση ec
n είναι της µορϕής

ec
n = A1 pn

1 + A2 pn
2 +·· ·+ Ak pn

k

όπου τα pi , i = 1, . . . ,k είναι οι ϱίζες της

(1−hλβ0) pk + (α1 −hλβ1) pk−1 +·· ·+ (αk −hλβk ) = 0.

΄Οπως και στην περίπτωση των µονοβηµατικών µεθόδων ϑέλουµε τα σϕάλµατα να µην αυξάνονται εκθε-
τικά. Λέµε ότι η µέθοδός µας είναι απόλυτα ευσταθής για µία δεδοµένη τιµή του hλ, αν όλες οι ϱίζες
της χαρακτηριστικής εξίσωσης ϐρίσκονται εντός του δίσκου µε ακτίνα ένα στο µιγαδικό επίπεδο, και αν
υπάρχουν ϱίζες επί της περιϕερείας του δίσκου, αυτές να είναι απλές.

Το διάστηµα [µ1, µ2] λέγεται διάστηµα απολύτου ευσταθείας, αν η µέθοδος είναι απόλυτα ευσταθής για
όλες τις τιµές του hλ ∈ [µ1, µ2].

Αν η µέθοδος είναι µηδέν ευσταθής, τότε συνεπάγεται ότι είναι απόλυτα ευσταθής όταν hλ = 0. Μία
µέθοδος λέγεται µερικώς ασταθής, αν έχει πεπερασµένο διάστηµα απολύτου ευσταθείας το οποίο περιέχει
το µηδέν. Αν το διάστηµα απολύτου ευσταθείας είναι το διάστηµα (−∞, 0], λέµε ότι η µέθοδος είναι
ευσταθής.

Παράδειγµα: ∆ίδεται η µέθοδος

Yn+1 −Yn = h

12

(
5Y ′

n+1 +8Y ′
n −Y ′

n−1

)
.

Είναι εύκολο να δειχθεί ότι η µέθοδος αυτή είναι µηδέν ευσταθής. Η αντίστοιχη χαρακτηριστική εξίσωση
που καθορίζει την ευστάθεια της µεθόδου είναι η

(1− 5

12
hλ) p2 − (1+ 8

12
hλ) p + 1

12
hλ= 0, λ< 0.

Για να προσδιορίσουµε το διάστηµα απολύτου ευσταθείας της µεθόδου, πρέπει να ϐρούµε τις τιµές του
hλ για τις οποίες |p1,2| ≤ 1. Η ανάλυση αυτή µας δείχνει ότι το διάστηµα απολύτου ευσταθείας είναι το
[−6,0].

Παράδειγµα: ∆ίδεται η µέθοδος

Yn+1 −Yn = h

2

(
3Y ′

n −Y ′
n−1

)
.

Το διάστηµα απολύτου ευσταθείας είναι το [−1,0].

Παράδειγµα: ∆ίδεται η µέθοδος

Yn+1 − 4

3
Yn + 1

3
Yn−1 = 2

3
h Y ′

n+1.

Το διάστηµα απολύτου ευσταθείας είναι το (−∞,0], εποµένως η µέθοδος είναι ευσταθής.

Σηµείωση: Για πιο γενικές εξισώσεις της µορϕής y ′ = f (x, y), η µερική ευστάθεια είναι τοπικό Ϲήτηµα και τα
κριτήρια µεταβάλλονται σε διαδοχικά ϐήµατα. ΄Οπως και στις µονοβηµατικές µεθόδους το λ αντικαθίσταται
απο κάποια τιµή της ∂ f

∂y .

Σηµείωση: Για ένα σύστηµα N γραµµικών εξισώσεων πρώτης τάξεως µε σταθερούς συντελεστές της µορϕής

y′ = A y+g(x),
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η εύρεση του διαστήµατος απολύτου ευσταθείας απαιτεί τη διερεύνηση των (αρνητικών) ιδιοτιµών του
πίνακα A. ΄Οταν οι ιδιοτιµές είναι µιγαδικές εξετάζουµε την περίπτωση λ=α+ i β, α,β ∈R, α< 0.

Σηµείωση: Για το γενικό σύστηµα N εξισώσεων πρώτης τάξεως της µορϕής

y′ = f(x,y),

η εύρεση του διαστήµατος απολύτου ευσταθείας απαιτεί τη διερεύνηση των ιδιοτιµών του Ιακωβιανού
πίνακα J =

(
∂ fi
∂y j

)
.

4.4.1 Κλασσικές πολυβηµατικές µέθοδοι

Οι τρείς πλέον γνωστές κατηγορίες πολυβηµατικών µεθόδων είναι οι ακόλουθες :

4.4.2 Μέθοδοι Adams–Bashforth

Η γενική µορϕή µεθόδου Adams - Bashforth k-ϐηµάτων είναι

Yn+1 −Yn = h
{
β1 Y ′

n +β2 Y ′
n−1 +·· ·+βk Y ′

n−k+1

}
.

Η µέθοδος είναι τάξης k, και για k = 1,2 και 3 έχουµε

• Yn+1 −Yn = h Y ′
n (΄Αµεση Euler)

• Yn+1 −Yn = h
{ 3

2 Y ′
n − 1

2 Y ′
n−1

}
• Yn+1 −Yn = h

{ 23
12 Y ′

n − 4
3 Y ′

n−1 + 5
12 Y ′

n−2

}
Κατασκευή: Για να πετύχουµε την πλέον υψηλή τάξη της µεθόδου Adams - Bashforth k-ϐηµάτων ϑέλουµε:

• O(h−1): Ισχύει.

• O(1): 1 =β1 +β2 +·· ·+βk

• O(h): 1
2! =−(

β2 +2β3 +·· ·+ (k −1)βk
)

• O(h2): 1
3! = 1

2!

(
β2 +22β3 +·· ·+ (k −1)2βk

)
• O(h3): 1

4! =− 1
3!

(
β2 +23β3 +·· ·+ (k −1)3βk

)
• . . .

• O(hk−1): 1
k ! = (−1)k−1

(k−1)!

(
β2 +2k−1β3 +·· ·+ (k −1)k−1βk

)
΄Εχουµε k γραµµικές εξισώσεις για τους k αγνώστους β1, β2, . . . , βk . Η ικανοποίηση των πιο πάνω εξισώσεων
µας δίνει µέθοδο τάξεως k.

Υπολογιστικό Παράδειγµα 3: Να εϕαρµοσθούν: (ι) η τριβηµατική µέθοδος Adams - Bashforth (ι) η τετρα-
ϐηµατική µέθοδος Adams - Bashforth για την επίλυση του προβλήµατος αρχικών τιµών

y ′ =−y − 1

(1+x)2 + 1

1+x
, y(0) = 1.
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4.4.3 Μέθοδοι BDF

Η γενική µορϕή µεθόδου BDF (τύποι ανάδροµης παραγώγισης) είναι

Yn+1 +α1 Yn +α2 Yn−1 +·· ·+αk Yn−k+1 = hβ0 Y ′
n+1.

Η µέθοδος είναι τάξης k, και για k = 1,2 και 3 έχουµε

• Yn+1 −Yn = h Y ′
n+1 (΄Εµµεση Euler)

• Yn+1 − 4
3 Yn + 1

3 Yn−1 = 2
3 h Y ′

n+1

• Yn+1 − 18
11 Yn + 9

11 Yn−1 − 2
11 Yn−2 = 6

11 h Y ′
n+1

Κατασκευή: Για να πετύχουµε την πλέον υψηλή τάξη της µεθόδου BDF k-ϐηµάτων ϑέλουµε:

• O(h−1): 1+α1 +α2 +·· ·+αk = 0

• O(1): 1−α2 −2α3 −·· ·− (k −1)αk =β0

• O(h): 1
2!

(
1+α2 +22α3 +·· ·+ (k −1)2αk

)=β0

• O(h2): 1
3!

(
1−α2 −23α3 −·· ·− (k −1)3αk

)= 1
2!β0

• . . .

• O(hk−1): 1
k !

(
1+ (−1)k

(
α2 +2k α3 +·· ·+ (k −1)k αk

))= 1
(k−1)!β0

΄Εχουµε k +1 γραµµικές εξισώσεις για τους k +1 αγνώστους α1, α2, . . . , αk και β0. Η ικανοποίηση των πιο
πάνω εξισώσεων µας δίνει µέθοδο τάξεως k.

Υπολογιστικό Παράδειγµα 4: Να εϕαρµοσθεί η τριβηµατική µέθοδος BDF για την επίλυση του προβλήµα-
τος αρχικών τιµών

y ′ =−y − 1

(1+x)2 + 1

1+x
, y(0) = 1.

4.4.4 Μέθοδοι Adams–Moulton

Η γενική µορϕή µεθόδου Adams–Moulton k−ϐηµάτων είναι

Yn+1 −Yn = h
{
β0 Y ′

n+1 +β1 Y ′
n +·· ·+βk Y ′

n−k+1

}
.

Η µέθοδος είναι τάξης k +1, και για k = 1,2 και 3 έχουµε

• Yn+1 −Yn = h
{ 1

2 Y ′
n+1 + 1

2 Y ′
n

}
(ΜΚΤ)

• Yn+1 −Yn = h
{ 5

12 Y ′
n+1 + 8

12 Y ′
n − 1

12 Y ′
n−1

}
• Yn+1 −Yn = h

{ 9
24 Y ′

n+1 + 19
24 Y ′

n − 5
24 Y ′

n−1 + 1
24 Y ′

n−2

}

Κατασκευή: Για να πετύχουµε την πλέον υψηλή τάξη της µεθόδου Adams - Moulton k-ϐηµάτων ϑέλουµε:

• O(h−1): Ισχύει.
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• O(1): 1 =β0 +β1 +·· ·+βk

• O(h): 1
2! =β0 −

(
β2 +2β3 +·· ·+ (k −1)βk

)
• O(h2): 1

3! = 1
2!

(
β0 +

(
β2 +22β3 +·· ·+ (k −1)2βk

))
• . . .

• O(hk ): 1
(k+1)! = 1

k !

(
β0 + (−1)k

(
β2 +2k β3 +·· ·+ (k −1)k βk

))
΄Εχουµε k +1 γραµµικές εξισώσεις για τους k +1 αγνώστους β0, β1, . . . , βk . Η ικανοποίηση των πιο πάνω
εξισώσεων µας δίνει µέθοδο τάξεως k +1.

Υπολογιστικό Παράδειγµα 5: Να εϕαρµοσθεί η τριβηµατική µέθοδος Adams - Moulton για την επίλυση
του προβλήµατος αρχικών τιµών

y ′ =−y − 1

(1+x)2 + 1

1+x
, y(0) = 1.

4.5 Μέθοδοι πρόβλεψης-διόρθωσης

Αναϕερθήκαµε ήδη στις µεθόδους πρόβλεψης-διόρθωσης στην αριθµητική επίλυση των µη-γραµµικών
αλγεβρικών εξισώσεων που προέρχονται από µη γραµµικές διαϕορικες εξισώσεις. Για να πάρουµε µία
αρχική τιµή για την επαναληπτική µέθοδο επίλυσης της µη-γραµµικής (γραµµικών) εξισώσεως (εξισώ-
σεων) που προκύπτει (προκύπτουν) από µία έµµεση µέθοδο (΄Εµµεση Euler ή Μέθοδος του κανόνα του
τραπεζίου) χρησιµοποιούµε µία άµεση µέθοδο (΄Αµεση Euler).

Τέτοιοι συνδυασµοί µπορούν να εϕαρµοσθούν και σε πολυβηµατικές µεθόδους.

Παράδειγµα: Από την εϕαρµογή της (έµµεσης) µεθόδου Adams - Moulton δύο ϐηµάτων (τρίτης τάξεως)

Yn+1 −Yn = h

{
5

12
Y ′

n+1 +
8

12
Y ′

n − 1

12
Y ′

n−1

}
προκύπτει µία µη-γραµµική εξίσωση για την επίλυση της οποίας εϕαρµόζουµε την επαναληπτική µέθοδο

Y (s+1)
n+1 = Yn +h

{
5

12
f (xn+1,Y (s)

n+1)+ 8

12
f (xn ,Yn)− 1

12
f (xn−1,Yn−1)

}
, s = 0,1, . . .

Αυτή αποτελεί την µέθοδο διόρθωσης.
Μία αρχική τιµή Y (0)

n+1 ϐρίσκεται από την (άµεση) µέθοδο Adams - Bashforth τριών ϐηµάτων (τρίτης τάξεως)

Y (0)
n+1 = Yn +h

{
23

12
Y ′

n − 4

3
Y ′

n−1 +
5

12
Y ′

n−2

}
.

Αυτή αποτελεί την µέθοδο πρόβλεψης.

Επανερχόµενοι στη µέθοδο διόρθωσης αϕαιρώντας τον τύπο για το επαναληπτικό ϐήµα s από τον τύπο
για το επαναληπτικό ϐήµα s +1, παίρνουµε

Y (s+1)
n+1 −Y (s)

n+1 =
5

12
h
∂ f

∂y
(xn+1,ξ)

(
Y (s)

n+1 −Y (s−1)
n+1

)
, ξ ∈ (Y (s)

n+1,Y (s−1)
n+1 ), s = 0,1, . . .

Προϕανώς, η επαναληπτική µέθοδος ϑα συγκλίνει για∣∣∣∣ 5

12
h
∂ f

∂y

∣∣∣∣< 1.

Επίσης, γνωρίζουµε ότι για να είναι ευσταθής η µέθοδος διόρθωσης απαιτείται |h ∂ f
∂y | ≤ 6. Σ’αυτή την περί-

πτωση η συνθήκη για ευστάθεια καλύπτεται από τη συνθήκη για σύγκλιση της επαναληπτικής µεθόδου.
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4.6 Εκτίµηση σϕάλµατος και επιλογή ϐήµατος

Στο προηγούµενο κεϕάλαιο αναϕέραµε την µέθοδο του Merson που µας έδινε µία εκτίµηση του σϕάλµατος
µίας µέθόδου Runge - Kutta τετάρτης τάξεως. Μ’αυτόν τον τρόπο µπορούσαµε να επιλέγουµε το µήκος
του ϐήµατος h για να έχουµε όσο µικρό σϕάλµα ϑέλαµε.

Κάτι ανάλογο µπορεί να επιτευχθεί και στις πολυβηµατικές µεθόδους. Εξετάζουµε την µέθοδο πρόβλεψης
διόρθωσης της προηγουµένης παραγράϕου:

Yn+1 = Yn +h

{
23

12
Y ′

n − 4

3
Y ′

n−1 +
5

12
Y ′

n−2

}
: Predictor (P)

Yn+1 −Yn = h

{
5

12
Y ′

n+1 +
8

12
Y ′

n − 1

12
Y ′

n−1

}
: Corrector (C).

Υποθέτουµε ότι δεν υπάρχει σϕάλµα στις τιµές των Yi , Y ′
i για i = n −2,n −1 και n.

Η ακριβής λύση y ικανοποιεί τη σχέση

yn+1 = yn +h

{
23

12
y ′

n − 4

3
y ′

n−1 +
5

12
y ′

n−2

}
+h T (P )

n+1,

όπου T (P )
n+1 είναι το τοπικό σϕάλµα αποκοπής της P. Σύµϕωνα µε την υπόθεση, το σϕάλµα στην τιµή του

Y (0)
n+1 είναι

e(P )
n+1 = Y (0)

n+1 − yn+1 =−h T (P )
n+1.

Για την ϐελτίωση C η ακριβής λύση y ικανοποιεί τη σχέση

yn+1 = yn +h

{
5

12
y ′

n+1 +
8

12
y ′

n − 1

12
y ′

n−1

}
+h T (C )

n+1,

όπου το T (C )
n+1 είναι το τοπικό σϕάλµα αποκοπής της C.

Το πρώτο ϐήµα της C δίνει

Y (1)
n+1 = yn +h

{
5

12
f (xn+1,Y (0)

n+1)+ 8

12
y ′

n − 1

12
y ′

n−1

}
.

Αϕαιρώντας τις δύο σχέσεις παίρνουµε

e(C )
n+1 = Y (1)

n+1 − yn+1 = 5

12
h
∂ f

∂y
e(P )

n+1 −h T (C )
n+1,

δηλαδή, λαµβάνοντας υπ’όψιν το γεγονός ότι οι P και C είναι της ιδίας τάξεως,

e(C )
n+1 =−h T (C )

n+1 +O(h5).

Οι επικρατέστεροι όροι των T (P )
n+1 και T (C )

n+1 είναι εύκολο να δειχθεί ότι είναι οι 3
8 h3 y (i v) και − 1

24 h3 y (i v),
αντίστοιχα. Γράϕοντας

e(P )
n+1 =−3

8
h4 y (i v), e(C )

n+1 =
1

24
h4 y (i v),

µπορούµε να δείξουµε ότι

Y (1)
n+1 − yn+1 ≈ 1

10

(
Y (1)

n+1 −Y (0)
n+1

)
που αποτελεί εκτίµηση του σϕάλµατος της µεθόδου P−C.
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4.7 Αρχικές τιµές για τις πολυβηµατικές µεθόδους

Στην εϕαρµογή µίας µονοβηµατικής µεθόδου για την αριθµητική επίλυση του προβλήµατος αρχικών τιµών

y ′ = f (x, y), y(a) =α,

παίρνουµε απλά Y0 = y(a) και ακολούθως υπολογίζουµε τα Y1, Y2, . . . .

Στην εϕαρµογή της πολυβηµατικής µεθόδου k - ϐηµάτων

Yn+1 +α1 Yn +α2 Yn−1 +·· ·+αk Yn−k+1 = h
(
β0 Y ′

n+1 +β1 Y ′
n +·· ·+βk Y ′

n−k+1

)
,

για το ίδιο πρόβληµα, το n = k −1, k, k +1, . . . . Αυτό σηµαίνει ότι για να αρχίσει η µέθοδος χρειαζόµαστε
τις k αρχικές τιµές Y0, Y1, . . . ,Yk−1 ενώ µας δίδεται µόνον το Y0 = y(a). Εποµένως τα Y1, Y2, . . . ,Yk−1 πρέπει
να προσεγγισθούν υπολογιστικά. Επίσης, αν η πολυβηµατική µέθοδος που χρησιµοποιούµε είναι τάξεως
p, ϑέλουµε οι τιµές των Y1, Y2, . . . ,Yk−1 να ϐρεθούν µε ακρίβεια τουλάχιστον τάξεως p.

΄Ενας τρόπος να γίνει αυτό είναι να χρησιµοποιηθεί µία ανάλογη µέθοδος Runge - Kutta.

∆ιαϕορετικά, µπορεί να χρησιµοποιηθεί η µέθοδος του αναπτύγµατος Taylor της ανάλογης τάξεως.

Εναλλακτικά, αυτό που µπορεί να γίνει είναι η διαδοχική χρήση πολυβηµατικών µεθόδων της ιδίας οικο-
γενείας, για παράδειγµα, µεθόδων Adams - Bashforth, BDF ή Adams - Moulton, αυξάνοντας διαδοχικά
την τάξη τους. Στην περίπτωση των µεθόδων Adams - Bashforth, πρώτα υπολογίζουµε την προσέγγιση
µε την άµεση µέθοδο Euler, ακολούθως µε την διβηµατική µέθοδο Adams - Bashforth κ.τ.λ. συγχρόνως
αυξάνοντας διαδοχικά και το h.

4.8 Αλλαγή του µήκους του ϐήµατος

Κλείνουµε το κεϕάλαιο εξετάζοντας τρόπους αύξησης ή µείωσης του µήκους του διαστήµατος σε περιπτώ-
σεις που αυτό απαιτείται. Για παράδειγµα, αν η συνάρτηση (λύση) που ϑέλουµε να προσεγγίσουµε είναι
η y = 1

x+1 , όταν το x ϐρίσκεται κοντά στο −1, η συνάρτηση καθώς και οι παράγωγοί της είναι µεγάλες σε
µέγεθος και µεταβάλλονται ταχέως µε το x. Γι’αυτό για την ικανοποιητική προσέγγιση της y απαιτείται η
επιλογή µικρού ϐήµατος h. ΄Οταν το x ϐρίσκεται µακρυά από το −1, η συνάρτηση γίνεται πολύ οµαλή
και συνεπώς δεν απαιτείται πλέον µικρό h.

Για την αλλαγή του µήκους του διαστήµατος h στις µονοβηµατικές µεθόδους, απλά αλλάζουµε την τιµή
του h στον µονοβηµατικό τύπο από (για παράδειγµα) h1 σε h2.

Στις πολυβηµατικές µεθόδους

Yn+1 +α1 Yn +α2 Yn−1 +·· ·+αk Yn−k+1 = h
(
β0 Y ′

n+1 +β1 Y ′
n +·· ·+βk Y ′

n−k+1

)
,

είδαµε ότι σε µία συγκεκριµένη µέθοδο, η επιλογή των συντελεστών αi , βi εξαρτάται από το γεγονός ότι
τα µήκη των διαστηµάτων xn+1 − xn , xn − xn−1, · · · , xn−k+2 − xn−k+1 που εµπλέκονται στον τύπο είναι είναι
όλα ίσα µε το h. Αυτό σηµαίνει ότι όταν τα διαδοχικά διαστήµατα δεν είναι ίσα, οι συντελεστές πρέπει να
υπολογισθούν εκ νέου.

Παράδειγµα: ΄Εστω ότι το διάστηµα διπλασιάζεται, δηλαδή xn − xn−1 = xn−1 − xn−2 = ·· · = x1 − x0 = h1 = h
2

και xn+1 −xn = xn+2 − xn+1 = ·· · = h2 = h.
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Χρησιµοποιούµε τον τύπο (µε h1 = h
2 ) για τον υπολογισµό των Yℓ, . . . , Yn−3, Yn−2, Yn−1, Yn . Ακολούθως,

απλά χρησιµοποιούµε τον ίδιο τύπο (αλλά µε h2 = h) για τον υπολογισµό του Yn+1 = Ỹn+1 παίρνοντας τις
γνωστές τιµές Ỹn = Yn , Ỹn−1 = Yn−2, Ỹn−2 = Yn−4, . . . .

Με τον ίδιο τρόπο υπολογίζουµε τα Ỹn+2, Ỹn+3, . . . .

Παράδειγµα: ΄Εστω ότι τώρα το µήκος του διαστήµατος διαιρείται δια του δύο, δηλαδή xn − xn−1 =
xn−1 − xn−2 = ·· · = x1 − x0 = h1 = h και xn+1 − xn = xn+2 − xn+1 = ·· · = h2 = h

2 . ΄Εστω ότι αρχίζουµε τους
υπολογισµούς µας µε τον τύπο Adams - Moulton δύο ϐηµάτων

Yn+1 −Yn = h

{
5

12
Y ′

n+1 +
8

12
Y ′

n − 1

12
Y ′

n−1

}
.

΄Οπως και στο προηγούµενο παράδειγµα εϕαρµόζουµε τον πιο πάνω τύπο για τον υπολογισµό των Yk , . . . , Yn−3,
Yn−2, Yn−1, Yn . Για τον υπολογισµό του Yn+1 χρειάζεται τώρα ειδικός τύπος. Ο τύπος Adams - Moulton
δύο ϐηµάτων είναι της µορϕής

Ỹn+1 −Yn = {
α Ỹ ′

n+1 +βY ′
n +γY ′

n−1

}
.

Από το ανάπτυγµα Taylor για το τοπικό σϕάλµα αποκοπής έχουµε

Tn+1 = 2

h

(
ỹn+1 − yn −{

α ỹ ′
n+1 +β y ′

n +γ y ′
n−1

})
= 2

h

(
yn + h

2
y ′

n + h2

8
y ′′

n + h3

48
y ′′′

n +·· ·− yn

)
− 2

h

({
α

(
y ′

n + h

2
y ′′

n + h2

8
y ′′′

n +·· ·
)
+β y ′

n +γ

(
y ′

n −hy ′′
n + h2

2
y ′′′

n +·· ·
)})

.

Η ελαχιστοποίηση του τοπικού σϕάλµατος αποκοπής απαιτεί α+β+γ= h
2 , α

2 −γ= h
8 , α

4 +γ= h
24 δηλαδή

α= 16
72 h, β= 21

72 h, γ=− 1
72 h. Ο τύπος για τον υπολογισµό του Ỹn+1 γίνεται εποµένως

Ỹn+1 −Yn = h

{
16

72
Ỹ ′

n+1 +
21

72
Y ′

n − 1

72
Y ′

n−1

}
,

που είναι τύπος δύο ϐηµάτων και τρίτης τάξεως.

Για τον υπολογισµό των Ỹn+2, Ỹn+3, . . . απλά εϕαρµόζουµε τον αρχικό τύπο Adams - Moulton µε h2 = h
2 .

Γενικά, όταν έχουµε τον τύπο Adams - Moulton δύο ϐηµάτων και το διάστηµα µεταβάλλεται από h1 =
xn −xn−1 σε h2 = xn+1 − xn , ο ειδικός τύπος γίνεται

Ỹn+1 −Yn = {
α Ỹ ′

n+1 +βY ′
n +γY ′

n−1

}
,

όπου

α= h2 (2h2 +3h1)

6(h2 +h1)
, β= h2 (h2 +3h1)

6h1
, γ=− h3

2

6h1 (h2 +h1)
.

Το τοπικό σϕάλµα αποκοπής είναι

Tn+1 =
(
γ

6

h3
1

h2
+ (

h2

24
− α

6
)h2

2

)
y i v +·· · .

Αν h1 =O(h) και h2 =O(h) τότε ο τύπος αυτός είναι τρίτης τάξεως.

Για παράδειγµα, αν h1 =µh και h2 = νh, τότε

α= ν (2ν+3µ)

6(ν+µ)
h, β= ν (ν+3µ)

6µ
h, γ=− ν3

6µ (ν+µ)
h,
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και ο ειδικός τύπος γίνεται

Ỹn+1 −Yn = h

6

{
ν (2ν+3µ)

(ν+µ)
Ỹ ′

n+1 +
ν (ν+3µ)

µ
Y ′

n − ν3

µ (ν+µ)
Y ′

n−1

}
.

Σηµείωση: ΄Οταν έχουµε µέθοδο τριών ϐηµάτων και το διάστηµα αλλάζει από h1 σε h2 στο xn τότε απαιτείται
η κατασκευή δύο ειδικών τύπων. Ο ένας συνδέει τα σηµεία xn−2, xn−1, xn και xn+1 και ο άλλος τα σηµεία
xn−1, xn , xn+1 και xn+2.

Στην ανάλογη µέθοδο k-ϐηµάτων απαιτείται η κατασκευή k −1 ειδικών τύπων.

Ασκήσεις

1. Εξετάστε τη συνέπεια και τη µηδέν ευστάθεια της µεθόδου

Yn+1 − (1+α)Yn +αYn−1 = h

2

(
(3−α)Y ′

n − (1+α)Y ′
n−1

)
.

Τι συµβαίνει για α= 0 και α=−5;

2. Να ϐρεθεί η τάξη της µεθόδου

Yn+1 + (β−1)Yn −βYn−1 = h

4

(
(β+3)Y ′

n+1 + (3β+1)Y ′
n−1

)
.

Ακολούθως εξετάστε τη µηδέν ευστάθεια της µεθόδου.

3. Να ϐρεθεί η ακριβέστερη άµεση µέθοδος δύο ϐηµάτων και ακολούθως να εξετασθεί η µηδέν ευστά-
ϑειά της.

4. Να µελετηθεί η ευστάθεια των µεθόδων δύο ϐηµάτων ως προς το πρόβληµα y ′ =λ y, y(a) =α, λ< 0:

• Yn+1 +4Yn −5Yn−1 = 2h
(
2Y ′

n −Y ′
n−1

)
.

• Yn+1 −Yn−1 = h
3

(
Y ′

n+1 +4Y ′
n +Y ′

n−1

)
.

5. Εξετάστε την ακρίβεια και µερική ευστάθεια της µεθόδου δύο ϐηµάτων

Yn+1 −Yn = h

16
(9Y ′

n+1 +6Y ′
n +Y ′

n−1)

για την επίλυση του προβλήµατος αρχικών τιµών: y ′ = λy, λ < 0, y(0) = a. Πώς συγκρίνεται η πιο
πάνω µέθοδος µε την αντίστοιχη µέθοδο Adams-Moulton;

6. • Να ϐρεθεί η πλέον ακριβής έµµεση µέθοδος δύο ϐηµάτων. ∆ώστε το τοπικό σϕάλµα αποκοπής.

• Πως µεταβάλλεται η µέθοδος όταν το διάστηµα αλλάζει από h σε h
2 στο xn και από h

2 σε h
3 στο

xn+1;

7. ∆είξτε ότι οι µέθοδοι Adams-Bashforth και BDF k-ϐηµάτων είναι τάξεως k, ενώ η µέθοδος Adams-
Moulton k-ϐηµάτων είναι τάξεως k +1.

8. Να δοθούν τα συστήµατα για τους συντελεστές των δύο ειδικών τύπων Adams-Moulton τριών ϐηµάτων
όταν το µήκος του διαστήµατος αλλάζει από h1 σε h2 στο xn .
Να επαναληϕθεί η διαδικασία για τους αντίστοιχους τύπους Adams-Bashforth και BDF.



Κεϕάλαιο 5

Αριθµητική Επίλυση Προβληµάτων

Συνοριακών Τιµών

5.1 Εισαγωγή

Η απλούστερη περίπτωση προβλήµατος συνοριακών τιµών είναι

y ′′ = f (x, y, y ′), x ∈ [a,b],

µε τις διαχωρισµένες συνοριακές συνθήκες

g1(y(a), y ′(a)) = 0, g2(y(b), y ′(b)) = 0,

ή µε τις πεπλεγµένες συνοριακές συνθήκες

h1(y(a), y ′(a), y(b), y ′(b)) = 0, h2(y(a), y ′(a), y(b), y ′(b)) = 0.

Για το σύστηµα εξισώσεων πρώτης τάξεως

y ′
1 = f1(x, y1, y2, y3),

y ′
2 = f2(x, y1, y2, y3),

y ′
3 = f3(x, y1, y2, y3), x ∈ [a,b],

µπορεί να έχουµε διαχωρισµένες συνοριακές συνθήκες της µορϕής

y1(a) = A, y2(a)+ y3(a) = B , y1(b) =C ,

ή πεπλεγµένες συνοριακές συνθήκες της µορϕής

hi (y1(a), y2(a), y3(a), y1(b), y2(b), y3(b)) = 0, i = 1,2,3.

Παράδειγµα: Να λυθούν τα προβλήµατα συνοριακών τιµών

• y ′′ =−y, x ∈ [0, π2 ], y(0) = 2, y(π2 ) = 0,

55
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• y ′′ =−y, x ∈ [0,π], y(0) = 2, y(π) = 0,

• y ′′ =−y, x ∈ [0,π], y(0) = 2, y(π) =−2,

• y ′′ = y + x, x ∈ [0,1], y(0) = 0, y(1) = 1,

• y ′′− z = 0 και z ′′− y = 0, x ∈ [0,1], y(0) = y ′(0) = 1, y(1) = z(1), y ′(1) = z ′(1),

• y i v + y ′′ = 2ex , x ∈ [0,π], y(0)+ y(π) = 1, y ′(π) =−1,

• y ′′+e y+1 = 0, x ∈ [0,1], y(0) = y(1) = 0.

Αναϕέρουµε επίσης τα προβλήµατα ιδιοτιµών της µορϕής

y ′′+{
f (x)+λ

}
y = 0, x ∈ [a,b], y(a) = y(b) = 0.

Αυτά τα προβλήµατα έχουν µη τετριµµένες λύσεις (ιδιοσυναρτήσεις) µόνο για συγκεκριµένες τιµές του λ

(ιδιοτιµές).

Για παράδειγµα, το πρόβληµα

y ′′+λ y = 0, x ∈ [0,1], y(0) = y(1) = 0.

έχει τις ιδιοτιµές
λn = n2π2, n = 1,2, . . . ,

και τις ιδιοσυναρτήσεις
yn(x) = An sinnπx, n = 1,2, . . . ,

όπου τα An είναι σταθερές. ΄Αλλες λύσεις δεν υπάρχουν.

Σηµείωση: Η πιο γενική µορϕή προβληµάτων ιδιοτιµών

[p(x) y ′]′+q(x) y +λr (x) y = 0, x ∈ [a,b],

µε συνοριακές συνθήκες της µορϕής

α1 y(a)+α2 y ′(a) = 0, β1 y(b)+β2 y ′(b) = 0,

είναι το πρόβληµα Sturm - Liouville.

Τέλος, αναϕέρουµε τα προβλήµατα ελευθέρου συνόρου στα οποία η ϑέση ενός άκρου του διαστήµατος
(του b, ας πούµε) δεν είναι γνωστή και πρέπει να προσδιορισθεί µε την λύση.

Για παράδειγµα, στο πρόβληµα

y ′′+ y = 1, x ∈ [0,b], y(0) = 0, y(b) = 1, y ′(b) = 2,

το b δεν είναι γνωστό. Η λύση y του προβλήµατος είναι

y = 1+cotb sin x −cos x,

όπου το b είναι λύση της εξίσωσης

sinb = 1

2
.
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5.2 Η µέθοδος ϐολής για γραµµικά προβλήµατα

Θεωρούµε το πρόβληµα συνοριακών τιµών

y ′′ = f (x, y, y ′), x ∈ [a,b], y(a) =α, y(b) =β.

Αν αντί του y(b) γνωρίζαµε το y ′(a) ϑα µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε µία µέθοδο από αυτές που
εξετάσαµε στα προηγούµενα κεϕάλαια για την αριθµητική επίλυση προβληµάτων αρχικών τιµών.

Στη µέθοδο ϐολής υποθέτουµε ότι γνωρίζουµε µία τιµή για το y ′(a) και ϐάλλουµε προς το x = b. Συγκρί-
νουµε την τιµή του y(b) που παίρνουµε µε το β και ακολούθως προσπαθούµε µε συστηµατικό τρόπο να
τροποποιήσουµε την τιµή του y ′(a) για να πάρουµε το σωστό y(b).

΄Εστω ότι εξετάζουµε το πρόβληµα συνοριακών τιµών

y ′′+ f (x) y ′+ g (x) y = k(x)

µε τις πεπλεγµένες συνθήκες

α0 y(a)+α1 y ′(a)+α2 y(b)+α3 y ′(b) =α4,

β0 y(a)+β1 y ′(a)+β2 y(b)+β3 y ′(b) =β4.

Η γενική λύση δίδεται από την έκϕραση

y = y (p) + A1 y (1) + A2 y (2),

όπου η ειδική λύση y (p) ικανοποιεί την διαϕορική εξίσωση και τις αρχικές συνθήκες

y (p)(a) = 0, y (p)′(a) = 0,

και οι ανεξάρτητες λύσεις y (1) και y (2) ικανοποιούν την οµογενή διαϕορική εξίσωση και τις αρχικές συν-
ϑήκες

y (1)(a) = 1, y (1)′(a) = 0, y (2)(a) = 0, y (2)′(a) = 1,

αντίστοιχα.

Μπορούµε να λύσουµε τα τρία προβλήµατα αρχικών τιµών µε µία από τις γνωστές µεθόδους. Ακολούθως,
ϑέλουµε η λύση µας να ικανοποιεί τις συνοριακές συνθήκες{

α0 +α2 y (1)(b)+α3 y (1)′(b)
}

A1 +
{
α1 +α2 y (2)(b)+α3 y (2)′(b)

}
A2

=α4 −α2 y (p)(b)−α3 y (p)′(b),

και {
β0 +β2 y (1)(b)+β3 y (1)′(b)

}
A1 +

{
β1 +β2 y (2)(b)+β3 y (2)′(b)

}
A2

=β4 −β2 y (p)(b)−β3 y (p)′(b).

Η λύση του πιο πάνω 2 × 2 συστήµατος µας δίνει τα A1 και A2, δηλαδή την λύση του προβλήµατος
συνοριακών τιµών.

Για λόγους ελέγχου, ϑα µπορούσαµε να λύσουµε το πρόβληµα αρχικών τιµών µε τις αρχικές συνθήκες
y(a) = A1, y ′(a) = A2 και να επαληθεύσουµε τις συνοριακές συνθήκες.
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Για το πιο πάνω πρόβληµα χρειάστηκε να λύσουµε τρία προβλήµατα αρχικών τιµών.

Πιο ευνοϊκές συνοριακές συνθήκες µειώνουν το πλήθος των προβληµάτων αρχικών τιµών κατά ένα.

Για παράδειγµα, αν οι συνοριακές συνθήκες είναι

y(a) =α4, β0 y(a)+β1 y ′(a)+β2 y(b)+β3 y ′(b) =β4,

µας χρειάζεται µόνο το y ′(a) για να µετατρέψουµε το πρόβληµά µας σε πρόβληµα αρχικών τιµών.

Το ȳ (p) = y (p) + A1 y (1) = y (p) +α4 y (1) ικανοποιεί την διαϕορική εξίσωση και τις αρχικές συνθήκες

ȳ (p)(a) =α4, ȳ (p)′ (a) = 0.

Η πρώτη από τις συνοριακές συνθήκες ικανοποιείται αυτόµατα από την λύση y = ȳ (p) + A2 y (2). Από την
ικανοποίηση της δεύτερης, έχουµε ότι{

β1 +β2 y (2)(b)+β3 y (2)′(b)
}

A2 =β4 −β0α4 −β2 ȳ (p)(b)−β3 ȳ (p)′ (b),

που µας δίνει το A2, δηλαδή τη λύση.

Με αυτές τις συνοριακές συνθήκες χρειάστηκε να λύσουµε µόνο δύο προβλήµατα αρχικών τιµών, ένα για
το ȳ (p) και ένα για το y (2).

Πιο γενικά, εξετάζουµε το πρόβληµα συνοριακών τιµών (σύστηµα N ×N )

y′ = A(x)y+q(x), x ∈ [a,b]

µε συνοριακές συνθήκες
Ba y(a)+Bb y(b) =β.

Αντι του ανωτέρω προβλήµατος εξετάζουµε το πρόβληµα αρχικών τιµών

y′ = A(x)y+q(x), x ∈ [a,b]

µε αρχικές συνθήκες
y(a) = s,

όπου το s είναι σταθερό (άγνωστο) διάνυσµα.
Η γενική λύση της διαϕορικής εξίσωσης είναι η

y(x) = Y (x)s+v(x).

Ο πίνακας Y (x) ∈RN ,N ικανοποιεί το πρόβληµα αρχικών τιµών

Y ′ = A(x)Y , x ∈ [a,b], Y (a) = I

ενώ η ειδική λύση v(x) ικανοποιεί το πρόβληµα αρχικών τιµών

v′ = A(x)v+q(x), x ∈ [a,b], v(a) = 0.

Εποµένως, για να ϐρούµε τη γενική λύση, πρέπει να λύσουµε N +1 προβλήµατα αρχικών τιµών.

΄Εχοντας υπολογίσει τα v(x) και Y (x), από την

Ba [Y (a)s+v(a)]+Bb [Y (b)s+v(b)] =β
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έχουµε το σύστηµα N ×N

[Ba +Bb Y (b)] s =β−Bb v(b)

από το οποίο παίρνουµε το s, δηλαδή τη λύση.

Σηµείωση: Το πιο πάνω ισχύει µε την προϋπόθεση ότι ο πίνακας [Ba +Bb Y (b)] είναι αντιστρέψιµος.

Παράδειγµα: Να εϕαρµοσθεί η µέθοδος ϐολής στο πρόβληµα συνοριακών τιµών(
y ′

1

y ′
2

)
=

(
0 1

1 0

) (
y1

y2

)
, x ∈ [0,β],

(
1 0

0 0

) (
y1(0)

y2(0)

)
+

(
0 0

1 0

) (
y1(β)

y2(β)

)
=

(
1

eβ

)
, β> 0.

Παράδειγµα: Να εϕαρµοσθεί η µέθοδος ϐολής στο πρόβληµα συνοριακών τιµών

y ′′−c1(x) y ′− c0(x) y = q(x), x ∈ [a,b], y(a) =α, y(b) =β.

5.3 Η µέθοδος ϐολής για µη-γραµµικά προβλήµατα

Η εϕαρµογή της µεθόδου ϐολής γίνεται πιο περίπλοκη για µη-γραµµικά προβλήµατα.

Για παράδειγµα, εξετάζουµε το µη-γραµµικό πρόβληµα συνοριακών τιµών

y ′′′+ y y ′′+β (y ′2 −1) = 0, y(0) = y ′(0) = 0, y ′(b) = 1,

για δεδοµένα β και b.

Η παράµετρος η οποία µετατρέπει το πιο πάνω πρόβληµα συνοριακών τιµών σε πρόβληµα αρχικών τιµών
είναι το y ′′(0) = t .

Επιλύουµε το πρόβληµα αρχικών τιµών για κάποια τιµή του t και µε κάποιο συστηµατικό τρόπο προσπα-
ϑούµε να ϐρούµε ένα t για το οποίο y ′(b) = 1.

Στην ουσία αυτό ισοδυναµεί µε την επίλυση της µη-γραµµικής εξίσωσης y ′(b) = 1 για το t .

Αν χρησιµοποιήσουµε τη µέθοδο Newton, παίρνουµε

t (n+1) = t (n) − y (n)′(b)−1
∂
∂t [y (n)′(b)−1]

= t (n) − y (n)′(b)−1

y (n)
t

′
(b)

.

Το t (0) είναι η αρχική προσέγγιση του t . Το t (n) χρειάζεται για τον υπολογισµό των y (n)(b), y (n)
t (b), y (n)′(b)

και y (n)
t

′
(b).

Το y (n)(x) υπολογίζεται από το πρόβληµα αρχικών τιµών

y ′′′+ y y ′′+β (y ′2 −1) = 0, y(0) = y ′(0) = 0, y ′′(0) = t .
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Το y (n)
t (x) υπολογίζεται από το πρόβληµα (µεταβολών) αρχικών τιµών

y ′′′
t + y y ′′

t + yt y ′′+2β y ′
t y ′ = 0, yt (0) = y ′

t (0) = 0, y ′′
t (0) = 1.

Σ’αυτό το πρόβληµα χρησιµοποιούµε το y (n)(x) που µόλις υπολογίσαµε.

Σηµείωση: Τα y (n)′(b) και y (n)
t

′
(b) τα υπολογίζουµε αυτόµατα µε την αριθµητική µέθοδο.

Σηµείωση: Στην κάθε επανάληψη της µεθόδου Newton είναι αναγκαία η επίλυση δύο προβληµάτων αρχι-
κών τιµών.

Στο προηγούµενο παράδειγµα οι συνοριακές συνθήκες ήταν διαχωρισµένες και είχαµε µόνο µία παράµε-
τρο.

Τώρα εξετάζουµε παράδειγµα στο οποίο οι συνθήκες είναι πεπλεγµένες και χρειαζόµαστε δύο παραµέτρους

y ′ = y2 + z2,

z ′ = sin(y z), x ∈ [a,b],

µε συνοριακές συνθήκες

g1(y(a), y(b), z(a), z(b)) = y(a)2 + z(a) y(b)+ y(a) sin y(b)− 3

2
= 0,

και
g2(y(a), y(b), z(a), z(b)) = y(a) z(b)−e y(a) sin y(b)+ z(a) = 0.

Για να κατασκευάσουµε πρόβληµα αρχικών τιµών χρειαζόµαστε τα y(a) και z(a) (ή τα y(b) και z(b)).

Εποµένως, επιλέγουµε τις παραµέτρους

y(a) = p, z(a) = q.

Οι µη-γραµµικές εξισώσεις που πρέπει να λύσουµε γίνονται

g1(p, q) = 0, g2(p, q) = 0.

Η µέθοδος Newton δίνει
∂g1

∂p
δp(n) + ∂g1

∂q
δq (n) + g1(p(n), q (n)) = 0,

∂g2

∂p
δp(n) + ∂g2

∂q
δq (n) + g2(p(n), q (n)) = 0,

όπου δp(n) = p(n+1) −p(n) και δq (n) = q (n+1) −q (n).
Προϕανώς,

g1 = p2 +q y(b)+p sin y(b)− 3

2
= 0,

g2 = p z(b)−ep sin y(b)+q = 0,

και
∂g1

∂p
= 2 p +q yp (b)+ sin y(b)+p yp (b) cos y(b),

∂g1

∂q
= y(b)+q yq (b)+p yq (b) cos y(b),

∂g2

∂p
= z(b)+p zp (b)−ep sin y(b)−ep yp (b) cos y(b),
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∂g2

∂q
= p zq (b)−ep yq (b) cos y(b)+1.

Στο κάθε ϐήµα της µεθόδου Newton επιλύουµε κατ’αρχήν το πρόβληµα αρχικών τιµών

y ′ = y2 + z2,

z ′ = sin(y z), x ∈ [a,b],

µε αρχικές συνθήκες
y(a) = p, z(a) = q,

που ϑα µας δώσει τα y(x), z(x) και τα y(b), z(b).

Ακολούθως, επιλύουµε τα προβλήµατα αρχικών τιµών

y ′
p = 2 y yp +2 z zp ,

z ′
p = (yp z + y zp ) cos(y z), x ∈ [a,b],

µε αρχικές συνθήκες
yp (a) = 1, zp (a) = 0,

που δίδει τα yp (x), zp (x) και τα yp (b), zp (b), και το

y ′
q = 2 y yq +2 z zq ,

z ′
q = (yq z + y zq ) cos(y z), x ∈ [a,b],

µε αρχικές συνθήκες
yq (a) = 0, zq (a) = 1,

που δίδει τα yq (x), zq (x) και τα yq (b), zq (b).

Στη γενική περίπτωση µη γραµµικού προβλήµατος (σύστηµα N ×N )

y′ = f(x,y), x ∈ [a,b],

µε συνοριακές συνθήκες
g(y(a), y(b)) = 0,

στην εϕαρµογή της µεθόδου ϐολής ϑεωρούµε ότι το ỹ(x,s) είναι η λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών

y′ = f(x,y), x ∈ [a,b],

y(a) = s.

Για την εύρεση λύσης του προβλήµατος συνοριακών τιµών πρέπει να ϐρούµε s = s∗ τέτοιο ώστε

g(s, ỹ(b,s) = 0.

Αυτό είναι σύστηµα µη-γραµµικών εξισώσεων ως προς το s και µπορεί να λυθεί µε τη µέθοδο Newton

s(n+1) = s(n) − [J (n)]−1 g(s(n), ỹ(b,s(n)),

όπου ο πίνακας J (n) =
(
∂g (n)

i
∂s j

)
.

Στο κάθε ϐήµα της επαναληπτικής µεθόδου,
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• Από το πρόβληµα αρχικών τιµών
y′ = f(x,y), x ∈ [a,b],

y(a) = s,

ϐρίσκουµε το ỹ(b).

• Ακολούθως, από τα N προβλήµατα αρχικών τιµών

y′si
= fsi (x,y), x ∈ [a,b],

ysi (a) = ei , i = 1,2, . . . , N ,

ϐρίσκουµε τα ỹsi (b), i = 1,2, . . . , N , που περιέχονται στον πίνακα J (n).

Εποµένως, στο κάθε ϐήµα της επαναληπτικής µεθόδου Newton πρέπει να λύσουµε N + 1 προβλήµατα
αρχικών τιµών.

Παράδειγµα: Να εϕαρµοσθεί η µέθοδος ϐολής στο πρόβληµα συνοριακών τιµών

y ′′ =−2 y y ′, x ∈ [0,1], y(0) = 0, y(1) = 1.

5.4 Η µέθοδος ϐολής για προβλήµατα ιδιοτιµών και προβλήµατα

ελευθέρου συνόρου

΄Εστω ότι εξετάζουµε το πρόβληµα

y ′′+λ y = 0, x ∈ [0,1], y(0) = y(1) = 0.

Η παράµετρος στη µέθοδο ϐολής είναι το λ, και για να κατασκευάσουµε πρόβληµα αρχικών τιµών αρκεί
να πάρουµε την αρχική συνθήκη y ′(0) = 1.

Εποµένως, ϑέλουµε να ϐρούµε το λ ούτως ώστε η λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών να ικανοποιεί την
(µη-γραµµική) συνθήκη y(1) = 0 (ως προς το λ).

Η επαναληπτική µέθοδος Newton δίδεται από

λ(n+1) =λ(n) − y (n)(1)

y (n)
λ

(1)

όπου το y (n) ικανοποιεί το πρόβληµα αρχικών τιµών

y ′′+λ y = 0, x ∈ [0,1], y(0) = 0, y ′(0) = 1,

και το y (n)
λ

το πρόβληµα αρχικών τιµών

y ′′
λ+λ yλ+ y = 0, x ∈ [0,1], yλ(0) = 0, y ′

λ(0) = 0.

Η ιδέα αυτή µπορεί να εϕαρµοσθεί και όταν οι συνθήκες είναι πιο γενικές. Για παράδειγµα, αν αντί της
y(0) = 0 είχαµε την y(0)+5 y ′(0) = 0, ϑα µπορούσαµε να κατασκευάσουµε το πρόβληµα αρχικών τιµών µε
αρχικές συνθήκες y(0) = 1 και y ′(0) =− 1

5 . (Γιατί δεν πήραµε την συνθήκη y(0) = 0;)
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΄Οταν έχουµε πεπλεγµένες συνθήκες όπως

y(1)+ 1

2
y(0) = 0, y ′(1)−2 y ′(0) = 0,

πρέπει να πάρουµε και δεύτερη παράµετρο εκτός του λ. Το πρόβληµα αρχικών τιµών έχει συνθήκες
y(0) = 1 και y ′(0) = q και ϑέλουµε να ϐρούµε τα λ και q για να ικανοποιούνται οι (µη-γραµµικές) εξισώσεις

y(1)+ 1

2
= 0, y ′(1)−2 q = 0.

Παρατήρηση: Αϕού τα προβλήµατα ιδιοτιµών έχουν άπειρες λύσεις, πώς µπορούµε να ξέρουµε σε ποία
λύση συγκλίνει η µέθοδος ϐολής ;

Η λύση στην οποία ϑα συγκλίνει η µέθοδος εξαρτάται από την αρχική προσέγγιση.
Για παράδειγµα, στο πρόβληµα ιδιοτιµών

y ′′+λ y = 0, x ∈ [0,1], y(0) = y(1) = 0,

µε πρώτη προσέγγιση λ(0) = 0 η µέθοδος ϐολής ϑα συγκλίνει στην µικρότερη ιδιοτιµή που είναι η λ0 =π2.
Με πρώτη προσέγγιση λ(0) = 100 η µέθοδος ϐολής ϑα συγκλίνει στην ιδιοτιµή λ2 = 9π2.
Το ερώτηµα είναι κατά πόσο υπάρχει ιδιοτιµή µεταξύ των λ0 και λ2.

Η απάντηση δίδεται από το ακόλουθο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα. ΄Εστω το πρόβληµα ιδιοτιµών Sturm - Liouville

[p(x) y ′]′+q(x) y +λr (x) y = 0, x ∈ [a,b],

µε συνοριακές συνθήκες της µορϕής

α1 y(a)+α2 y ′(a) = 0, β1 y(b)+β2 y ′(b) = 0,

όπου r (x) > 0 στο (a,b) και p(x) ≥ 0 στο [a,b].

Οι ιδιοτιµές του προβλήµατος αυτού είναι

λ0 <λ1 < ·· · <λn < ·· ·

Η ιδιοσυνάρτηση yn που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λn έχει ακριβώς n ϱίζες στο (ανοικτό) διάστηµα (a,b).

Στο παράδειγµά µας η ιδιοσυνάρτηση που αντιστοιχεί στην λ0 =π2 είναι η y0 = A0 sinπx που δεν έχει ϱίζα
στο (0,1). Η ιδιοσυνάρτηση που αντιστοιχεί στην λ2 = 9π2 είναι η y2 = A2 sin3πx που έχει δύο ϱίζες στο
(0,1) (ποιές ;). Εποµένως υπάρχει ιδιοτιµή µεταξύ των λ0 και λ2.

Στο πρόβληµα ελευθέρου συνόρου

y ′′+ y = 1, x ∈ [0,b], y(0) = 0, y(b) = 1, y ′(b) = 2,

όπου το b είναι άγνωστο, το αντίστοιχο πρόβληµα αρχικών τιµών είναι το

y ′′+ y = 1, x ∈ [0,b], y(0) = 0, y ′(0) = q.

Θέλουµε να επιλέξουµε τα q και b µε τρόπο ώστε να ικανοποιούνται οι (µη-γραµµικές) συνθήκες y(b) =
1, y ′(b) = 2. Αυτό απαιτεί την εϕαρµογή της επαναληπτικής µεθόδου του Newton σε σύστηµα δύο µη-
γραµµικών εξισώσεων σε δύο αγνώστους.
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5.5 Επαγωγική αστάθεια µεθόδων ϐολής

Στις µεθόδους ϐολής γίνεται αντικατάσταση προβληµάτων συνοριακών τιµών µε προβλήµατα αρχικών
τιµών. Υπάρχει εποµένως ο κίνδυνος µετατροπής ενός εγγενώς ευσταθούς προβλήµατος σε ασταθές πρό-
ϐληµα.

Ο κίνδυνος εισαγωγής αυτών των ασταθειών µπορεί να µειωθεί ή να αποϕευθεί µε διάϕορους τρόπους :

5.5.1 Βολή στην αντίθετη κατεύθυνση

Μπορεί να δειχθεί ότι το πρόβληµα συνοριακών τιµών

yn+1 −7 yn −8 yn−1 =−7

3
n + 3

2
, y0 = 0, yN = 1

6
N ,

είναι εγγενώς ευσταθές. Αν εϕαρµόσουµε τη µέθοδο ϐολής από το n = 0 το πρόβληµα αρχικών τιµών
γίνεται ασταθές. Αν όµως εϕαρµόσουµε τη µέθοδο ϐολής από το n = N προς το n = 0, τότε το πρόβληµα
αρχικών τιµών είναι ευσταθές.

5.5.2 Εξίσωση σε ενδιάµεσο σηµείο

Η εϕαρµογή της µεθόδου ϐολής στο πρόβληµα

yn+1 −10.1 yn + yn−1 =−1.35n, y0 = 0, yN = 1

6
N ,

από το n = 0 δίνει πρόβληµα αρχικών τιµών που είναι ασταθές λόγω της συµπληρωµατικής λύσεως 10n .
Βολή στην αντίθετη κατεύθυνση (από το n = N προς το n = 0) δίνει πρόβληµα αρχικών τιµών που είναι
ασταθές λόγω των συµπληρωµατικής λύσεως 10N−n .

Σ’αυτή την περίπτωση, µπορούµε να αποϕύγουµε µεγάλες τιµές του N ϐάλλοντας και από τα δύο άκρα
και εξισώνοντας σε κάποιο ενδιάµεσο σηµείο.

Για το συγκεκριµένο παράδειγµα, ϑα είχαµε

1. Βολή από το n = 0 και υπολογισµός των u( f )
n και v ( f )

n , n = 2,3, . . . ,m, από τα προβλήµατα αρχικών
τιµών

yn+1 −10.1 yn + yn−1 =−1.35n, y0 = 0, y1 = 0,

και
yn+1 −10.1 yn + yn−1 = 0, y0 = 0, y1 = 1,

αντίστοιχα.

2. Βολή από το n = N και υπολογισµός των u(b)
n και v (b)

n , n = N −2, N −3, . . . ,m−1, από τα προβλήµατα
αρχικών τιµών

yn+1 −10.1 yn + yn−1 =−1.35n, yN = 1

6
N , yN−1 = 0,

και
yn+1 −10.1 yn + yn−1 = 0, yN = 0, yN−1 = 1,

αντίστοιχα.
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3. Το y ( f )
n = u( f )

n + q f v ( f )
n ικανοποιεί την εξίσωση και την πρώτη συνθήκη (στο n = 0), ενώ το y (b)

n =
u(b)

n +qb v (b)
n ικανοποιεί την εξίσωση και τη δεύτερη συνθήκη (στο n = N ).

Τα q f και qb (και εποµένως η λύση) ϐρίσκονται από την ισότητα των δύο λύσεων στα σηµεία n = m−1

και n = m

u( f )
m−1 +q f v ( f )

m−1 = u(b)
m−1 +qb v (b)

m−1, u( f )
m +q f v ( f )

m = u(b)
m +qb v (b)

m .

5.5.3 Μέθοδος πολλαπλών ϐολών

Τα διαστήµατα µπορούν να γίνουν ακόµη µικρότερα. Για το πρόβληµα συνοριακών τιµών

y ′′ = f (x, y, y ′), x ∈ [a,b], y(a) =α, y(b) =β,

υποδιαιρούµε το διάστηµα [a,b] σε υποδιαστήµατα, για παράδειγµα στα τρία υποδιαστήµατα [a, x1]∪
[x1, x2]∪ [x2,b], a < x1 < x2 < b.

Στη µέθοδο ϐολής επιλύουµε τα προβλήµατα αρχικών τιµών για τα y1, y2 και y3

y ′′ = f (x, y, y ′), x ∈ [a, x1], y(a) =α, y ′(a) = q1,

y ′′ = f (x, y, y ′), x ∈ [x1, x2], y(x1) = p2, y ′(x1) = q2,

και
y ′′ = f (x, y, y ′), x ∈ [x2,b], y(x2) = p3, y ′(x2) = q3,

αντίστοιχα.

Θέλουµε να επιλέξουµε τα q1, q2, q3, p2 και p3 ούτως ώστε να ικανοποιούνται οι εξισώσεις συνεχείας στα
σηµεία x = x1 και x = x2 καθώς και η συνθήκη στο x = b,

y1(x1, q1)−p2 = 0, y ′
1(x1, q1)−q2 = 0,

y2(x2, p2, q2)−p3 = 0, y ′
2(x2, p2, q2)−q3 = 0,

και
y3(b, p3, q3)−β= 0.

Για την επίλυση του πιο πάνω συστήµατος πέντε (µη-γραµµικών) εξισώσεων σε πέντε αγνώστους µπορούµε
να χρησιµοποιήσουµε τη µέθοδο Newton.

5.6 Μέθοδοι πεπερασµένων διαϕορών για προβλήµατα συνορια-

κών τιµών

5.6.1 Προβλήµατα δευτέρας τάξεως

Στο πρόβληµα συνοριακών τιµών

y ′′+ f (x) y ′+ g (x) y = k(x), x ∈ [a,b], y(a) =α, y(b) =β,

µε το γνωστό συµβολισµό χρησιµοποιούµε τις προσεγγίσεις κεντρικών διαϕορών

y ′
n ≈ y(xn+1)− y(xn−1)

2h
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και
y ′′

n ≈ y(xn+1)−2 y(xn)+ y(xn−1)

h2 .

Επιλέγουµε τα σηµεία {xn}N
n=0 στο διάστηµα [a,b] ούτως ώστε

xn = a +n
b −a

N
, n = 0,1, . . . , N .

Συµβολίζουµε µε Yn την προσέγγιση του y(xn) και αντικαθιστούµε τη διαϕορική εξίσωση µε την εξίσωση

(1+ 1

2
h fn)Yn+1 − (2−h2 gn)Yn + (1− 1

2
h fn)Yn−1 = h2 kn .

Μ’αυτόν τον τρόπο έχουµε το σύστηµα

−(2−h2 g1)Y1 + (1+ 1

2
h f1)Y2 = h2 k1 − (1− 1

2
h f1)α,

(1− 1

2
h f2)Y1 − (2−h2 g2)Y2 + (1+ 1

2
h f2)Y3 = h2 k2,

...

(1− 1

2
h fN−2)YN−3 − (2−h2 gN−2)YN−2 + (1+ 1

2
h fN−2)YN−1 = h2 kN−2,

(1− 1

2
h fN−1)YN−2 − (2−h2 gN−1)YN−1 = h2 kN−1 − (1+ 1

2
h fN−1)β,

δηλαδή έχουµε (N −1)× (N −1) τριδιαγώνιο σύστηµα της µορϕής

A Y = k,

όπου

A =



a1 b1 0 · · · 0

c2 a2 b2
...

0
. . . . . . . . . 0

... cN−2 aN−2 bN−2

0 · · · 0 cN−1 aN−1


και

ai =−(2−h2 gi ), i = 1,2, · · · , N −1,

bi = 1+ 1

2
h fi , i = 1,2, · · · , N −2,

ci = 1− 1

2
h fi , i = 2,3, · · · , N −1.

Ως γνωστόν, συστήµατα της µορϕής αυτής µπορούν να επιλυθούν οικονοµικά και αποτελεσµατικά.

Αν αντί της πρώτης συνθήκης y(a) =α έχουµε τη συνθήκη y(a)+q y ′(a) = r , προστίθενται στους αγνώστους
τα Y0 και το Y−1. Αντί N −1 εξισώσεων, έχουµε τώρα N +1 εξισώσεις, εκ των οποίων οι τρείς πρώτες είναι οι

−q Y−1 +2h Y0 +q Y1 = 2h r,

(1− 1

2
h f0)Y−1 − (2−h2 g0)Y0 + (1+ 1

2
h f0)Y1 = h2 k0

και
(1− 1

2
h f1)Y0 − (2−h2 g1)Y1 + (1+ 1

2
h f1)Y2 = h2 k1.
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Οι υπόλοιπες N −2 εξισώσεις είναι οι ίδιες µε τις N −2 εξισώσεις της προηγούµενης περίπτωσης (πλην της
πρώτης).

Το σύστηµα δεν είναι πλέον τριδιαγώνιο αλλά η απαλοιϕή του Y−1 από τις δύο πρώτες εξισώσεις το καθιστά
τριδιαγώνιο. (Πώς ;)

Ανάλογα, µπορούµε να χειριστούµε και τις πεπλεγµένες συνθήκες

y(a)+q1 y ′(a)+ r1 y(b) = s1, y(b)+q2 y ′(b)+ r2 y(a) = s2.

5.6.2 Προβλήµατα τετάρτης τάξεως

Στο πρόβληµα συνοριακών τιµών

y (i v) + f (x) y (i i i ) + g (x) y ′′+h(x) y ′+k(x) y = ℓ(x),

y(a) = 0, y ′(a) = 0, y(b) = 0, y ′(b) = 0,

µε τις επιπλέον προσεγγίσεις

y i v
n ≈ yn+2 −4 yn+1 +6 yn −4 yn−1 + yn−2

h4 ,

y i i i
n ≈ yn+2 −2 yn+1 +2 yn−1 − yn−2

2h3 ,

η διαϕορική εξίσωση αντικαθίσταται από τη εξίσωση διαϕορών

(1+ 1

2
h fn)Yn+2 − (4+h fn −h2 gn − 1

2
h3 hn)Yn+1 + (6−2h2 gn +h4 kn)Yn

−(4−h fn −h2 gn + 1

2
h3 hn)Yn−1 + (1− 1

2
h fn)Yn−2 = h4ℓn .

Το σύστηµα που παίρνουµε σ’αυτή την περίπτωση είναι (N +3)× (N +3) πενταδιαγώνιο της µορϕής

B Y = ℓ,

όπου

B =



0 1 0 · · · 0

−1 0 1 0 · · · 0

e1 d1 a1 b1 c1 0 · · ·
0

. . . . . . . . . . . . . . . 0
... eN−1 dN−1 aN−1 bN−1 cN−1

0 · · · 0 −1 0 1

0 · · · 0 1 0


και

ai = 6−2h2 gi +h4 ki ,

bi =−(4+h fi −h2 gi − 1

2
h3 hi ),

ci = 1+ 1

2
h fi ,

di =−(4−h fi −h2 gi + 1

2
h3 hi ),
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ei = 1− 1

2
h fi , i = 1,2, . . . , N −1.

Και πάλι, συστήµατα της µορϕής αυτής µπορούν να επιλυθούν οικονοµικά και αποτελεσµατικά.

Ανάλογα, µπορούµε να χειριστούµε και τις συνθήκες

y(a) = 0, y ′′(a) = 0, y(b) = 0, y ′′(b) = 0.
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Ασκήσεις

1. Να εϕαρµοσθεί η µέθοδος ϐολής στο πρόβληµα συνοριακών τιµών(
y ′

1

y ′
2

)
=

(
0 1
1
4 0

) (
y1

y2

)
+

(
0

ex

)
, x ∈ [0,1],

(
1 0

0 0

) (
y1(0)

y2(0)

)
+

(
0 0

1 0

) (
y1(1)

y2(1)

)
=

(
1

e

)
.

2. Να εϕαρµοσθεί η µέθοδος ϐολής στο πρόβληµα συνοριακών τιµών

y ′′′ = 2 y ′′+ y ′−2 y, x ∈ [0,1], y(0) = y ′(0) = 1, y(1) = y ′(1).

3. Να εϕαρµοσθεί η µέθοδος ϐολής στο πρόβληµα συνοριακών τιµών(
y ′

1

y ′
2

)
=

(
0 1

110 1

) (
y1

y2

)
, x ∈ [0,10],

(
1 0

0 0

) (
y1(0)

y2(0)

)
+

(
0 0

1 0

) (
y1(10)

y2(10)

)
=

(
1

1

)
.

4. Να δοθεί το σύστηµα που προκύπτει από τη µέθοδο πεπερασµένων διαϕορών για το πρόβληµα
συνοριακών τιµών

y ′′+ f (x) y ′+ g (x) y = k(x), x ∈ [a,b],

α1 y(a)+β1 y ′(a)+γ1 y(b)+δ1 y ′(b) = ϵ1,

α2 y(a)+β2 y ′(a)+γ2 y(b)+δ2 y ′(b) = ϵ2.

Υπάρχει τρόπος να επιλυθεί αποτελεσµατικά το σύστηµα αυτό ;

5. Να δοθεί το σύστηµα που προκύπτει από τη µέθοδο πεπερασµένων διαϕορών για το πρόβληµα
συνοριακών τιµών

y (i v) + f (x) y ′′+h(x) y = ℓ(x), x ∈ [a,b],

y(a) =α1, y ′′(a) =α2, y(b) =β1, y ′′(b) =β2.

Ποίος είναι ο πλέον αποτελεσµατικός τρόπος επίλυσης του συστήµατος ;

6. • (α) ∆ίδεται το πρόβληµα συνοριακών τιµών

y ′′+ f (x)y ′+ g (x)y = k(x), x ∈ [α,β],

r1 y(α)+ s1 y ′(β) = A, r2 y ′(α)+ s2 y(β) = B.

Να δοθεί το σύστηµα γραµµικών εξισώσεων που πρέπει να επιλυθει για να ϐρεθεί προσεγγιστική
λύση στα σηµεία xi =α+ i h, i = 1, ..., N −1, h = β−α

N .

• (ϐ) Να κατασκευασθεί το αντίστοιχο σύστηµα στην περίπτωση που το πρόβληµα είναι

y ′′+10y = k(x), x ∈ [α,β], y(α) = 1, y(β) = 1.

Από τις ιδιότητες του πίνακα του συστήµατος, εξετάστε κατά πόσο το πρόβληµα έχει µοναδική
λύση για κάθε N ≥ 2.

• (γ) Να κατασκευασθεί το αντίστοιχο σύστηµα στην περίπτωση που το πρόβληµα είναι

y (i v) = f (x), x ∈ [α,β], y(α) = y ′′(α) = 0, y(β) = y ′′(β) = 0.

• (δ) ∆είξτε οτι το πρόβληµα (γ) ανάγεται στην επίλυση δύο προβληµάτων της µορϕής του προ-
ϐλήµατος (α). Να δοθούν τα αντίστοιχα συστήµατα.
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Κεϕάλαιο 6

Προγράµµατα

6.1 Κεϕάλαιο 1

6.1.1 Πρόγραµµα 1: Υπολογιστικό Παράδειγµα 1.

function Example1(N)

%

% Solves the ivp y_{n+2}- (9/4)y_{n+1} + (1/2) y_{n} =0

% y_0=4/3, y1=1/3

%

fprintf(’\n’)

disp(’______________________________________________’)

disp(’i yclosed yrec ’)

disp(’______________________________________________’)

%

ye=zeros(1,N);

yr=zeros(1,N);

ye(1,1:N)=(4/3)*(1/4).^(0:N-1);

%

yr(1,1)=4/3;yr(1,2)=1/3;

for i=3:N

y0=yr(1,i-2);y1=yr(1,i-1);

yr(1,i)=-(1/2)*y0+(9/4)*y1;

end

%

for i=1:N

fprintf(’ %5.0f %15.6e %15.6e\n’,i-1,ye(1,i),yr(1,i))

end

xx=zeros(1,N);

xx(1,1:N)=(0:N-1);

plot(xx,ye,’r*’,xx,yr,’b+’)

xlabel(’n’,’Fontsize’,14);ylabel(’y_n’,’Fontsize’,14);

legend(’Closed form’,’Recurrence’,1)

71
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6.1.2 Πρόγραµµα 2: Υπολογιστικό Παράδειγµα 1, αντίστοιχο πρόβληµα συνο-
ϱιακών τιµών.

function Example1a(N)

%

% Solves the bvp y_{n+2}- (9/4)y_{n+1} + (1/2) y_{n} =0

% y_0=4/3, y_N=0

%

%

fprintf(’\n’)

disp(’______________________________________________’)

disp(’i yclosed yrec ’)

disp(’______________________________________________’)

%

ye=zeros(1,N+1);

yr=zeros(1,N+1);

A=-(4/3)/(2^(3*N)-1);

B=(4/3)-A;

ye(1,1:N+1)=A*2.^(0:N)+B*(1/4).^(0:N);

%

yr(1,1)=4/3;yr(1,N+1)=0;

rhs=zeros(N-1,1);sol=zeros(N-1,1);

rhs(1,1)=-(1/2)*yr(1,1);

M=zeros(N-1,N-1);

M=gallery(’tridiag’,N-1,1/2,-9/4,1);

full(M)

sol=M\rhs;

yr(1,2:N)=sol(1:N-1,1);

%

for i=1:N+1

fprintf(’ %5.0f %15.6e %15.6e\n’,i-1,ye(1,i),yr(1,i))

end

xx=zeros(1,N+1);

xx(1,1:N+1)=(0:N);

plot(xx,ye,’r*’,xx,yr,’b+’)

xlabel(’n’,’Fontsize’,14);ylabel(’y_n’,’Fontsize’,14);

legend(’Closed form’,’Recurrence’,1)
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6.1.3 Πρόγραµµα 3: Υπολογιστικό Παράδειγµα 2.

function Example2(N)

%

% Solves the ivp y_{n+4}-2 y_{n+2}+ y_{n} =0

% y_0=0, y_1=0, y_2 = 0, y_3= 1

%

%

fprintf(’\n’)

disp(’______________________________________________’)

disp(’i yclosed yrec ’)

disp(’______________________________________________’)

%

ye=zeros(1,N);

yr=zeros(1,N);

ye(1,1:N)=(1/4)*(-1+(0:N-1)+(1-(0:N-1)).*(-1).^(0:N-1));

%

yr(1,1)=0;yr(1,2)=0;yr(1,3)=0;yr(1,4)=1;

for i=5:N

y0=yr(1,i-4);y1=yr(1,i-3);y2=yr(1,i-2);y3=yr(1,i-1);

yr(1,i)=-y0+2*y2;

end

%

for i=1:N

fprintf(’ %5.0f %15.6e %15.6e\n’,i-1,ye(1,i),yr(1,i))

end

xx=zeros(1,N);

xx(1,1:N)=(0:N-1);

plot(xx,ye,’r*’,xx,yr,’b+’)

xlabel(’n’,’Fontsize’,14);ylabel(’y_n’,’Fontsize’,14);

legend(’Closed form’,’Recurrence’,2)
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6.1.4 Πρόγραµµα 4: ΄Ασκηση 8.

function Ex8Notes(N,k)

%

% Solves the ivp y_{n+2}- y_{n+1} - y_{n} =0

% y_0=0, y1=k

%

%

fprintf(’\n’)

disp(’______________________________________________’)

disp(’i yclosed yrec ’)

disp(’______________________________________________’)

%

ye=zeros(1,N);

yr=zeros(1,N);

ylim=zeros(1,N);

s1=(1+sqrt(5))/2;s2=(1-sqrt(5))/2;

ye(1,1:N)=(k/sqrt(5))*(s1.^(0:N-1)-s2.^(0:N-1));

%

yr(1,1)=0;yr(1,2)=k;

for i=3:N

y0=yr(1,i-2);y1=yr(1,i-1);

yr(1,i)=y0+y1;

end

%

ylim(1,3:N)=yr(1,3:N)./yr(1,2:N-1);

for i=1:N

fprintf(’ %5.0f %15.6e %15.6e %15.6e\n’,i-1,ye(1,i),yr(1,i),ylim(1,i))

end

xx=zeros(1,N);

xx(1,1:N)=(0:N-1);

plot(xx,ye,’r*’,xx,yr,’b+’)

xlabel(’n’,’Fontsize’,14);ylabel(’y_n’,’Fontsize’,14);

legend(’Closed form’,’Recurrence’,3)
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6.2 Κεϕάλαιο 2

6.2.1 Πρόγραµµα 1: Υπολογιστικό Παράδειγµα 1.

function Ch2Example1(N,a)

%

% Solves the ivp y_{n+1}- 10 y_{n} = -(2/3) n - (4/3)

% y_0=a

%

%

fprintf(’\n’)

disp(’__________________________________________________________________________’)

disp(’ i yrec yclosed abs error rel error ’)

disp(’__________________________________________________________________________’)

ye=zeros(1,N);

yr=zeros(1,N);

ye(1,1:N)=(1/6)*(1:N)+(a-(1/6))*10.^(0:N-1);

%

yr(1,1)=a;

for i=2:N

y0=yr(1,i-1);

yr(1,i)=10*y0-(3/2)*(i-2)-(4/3);

end

%

for i=1:N

fprintf(’ %5.0f %15.6e %15.6e %15.6e %15.6e\n’,i-1,yr(1,i),ye(1,i),...

abs(yr(1,i)-ye(1,i)),abs(yr(1,i)-ye(1,i))/abs(ye(1,i)))

end

xx=zeros(1,N);

xx(1,1:N)=(0:N-1);

plot(xx,ye,’r*’,xx,yr,’b+’)

xlabel(’n’,’Fontsize’,14);ylabel(’y_n’,’Fontsize’,14);

legend(’Closed form’,’Recurrence’,1)
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6.2.2 Πρόγραµµα 2: Υπολογιστικό Παράδειγµα 2.

function Ch2Example2(N,a,b)

%

% Solves the ivp y_{n+1}- 10.1 y_{n} + y_{n-1} =0

% y_0=a, y1=b

%

%

fprintf(’\n’)

disp(’____________________________________________________________________’)

disp(’ i yrec yclosed abs error rel error’)

disp(’____________________________________________________________________’)

%

ye=zeros(1,N);

yr=zeros(1,N);

ye(1,1:N)=((10*b-a)/99)*10.^(0:N-1)+((100*a-10*b)/99)*10.^(-(0:N-1));

%

yr(1,1)=a;yr(1,2)=b;

for i=3:N

y0=yr(1,i-2);y1=yr(1,i-1);

yr(1,i)=-y0+10.1*y1;

end

%

for i=1:N

fprintf(’ %5.0f %15.6e %15.6e %15.6e %15.6e\n’,i-1,yr(1,i),ye(1,i),...

abs(yr(1,i)-ye(1,i)),abs(yr(1,i)-ye(1,i))/abs(ye(1,i)))

end

xx=zeros(1,N);

xx(1,1:N)=(0:N-1);

plot(xx,ye,’r*’,xx,yr,’b+’)

xlabel(’n’,’Fontsize’,14);ylabel(’y_n’,’Fontsize’,14);

legend(’Closed form’,’Recurrence’,1)
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6.2.3 Πρόγραµµα 3: Υπολογιστικό Παράδειγµα 3.

function Ch2Example3(N,a,b)

%

% Solves the ivp y_{n+1}- 10.1 y_{n} + y_{n-1} =-1.35 n

% y_0=a, y1=b

%

%

fprintf(’\n’)

disp(’_____________________________________________________________________’)

disp(’ i yrec yclosed abs error rel error ’)

disp(’_____________________________________________________________________’)

%

ye=zeros(1,N);

yr=zeros(1,N);

%

B=(10/99)*(10*a-b+(1/6));A=a-B;

ye(1,1:N)=(1/6)*(0:N-1)+A*10.^(0:N-1)+B*10.^(-(0:N-1));

%

yr(1,1)=a;yr(1,2)=b;

for i=3:N

y0=yr(1,i-2);y1=yr(1,i-1);

yr(1,i)=-y0+10.1*y1-1.35*(i-2);

end

%

for i=1:N

fprintf(’ %5.0f %15.6e %15.6e %15.6e %15.6e\n’,i-1,yr(1,i),ye(1,i),...

abs(yr(1,i)-ye(1,i)),abs(yr(1,i)-ye(1,i))/abs(ye(1,i)))

end

xx=zeros(1,N);

xx(1,1:N)=(0:N-1);

plot(xx,ye,’r*’,xx,yr,’b+’)

xlabel(’n’,’Fontsize’,14);ylabel(’y_n’,’Fontsize’,14);

legend(’Closed form’,’Recurrence’,1)
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6.2.4 Πρόγραµµα 4: Υπολογιστικό Παράδειγµα 4.

function Ch2Example4(N,b)

%

% Solves the ivp y_{n+1}- 10 y_{n} = -(2/3) n - (4/3)

% y_N=b

%

%

fprintf(’\n’)

disp(’_________________________________________________________________________’)

disp(’ i yrec yclosed abs error1 abs error2 rel error’)

disp(’_________________________________________________________________________’)

ye=zeros(1,N+1);

yr=zeros(1,N+1);

yz=zeros(1,N+1);

%ye=(i+1)/6.0 + (b-((n+1.)/6.))*10.0^(i-n);

ye(1,1:N+1)=(1/6)*(1:N+1)+(b-(1/6)*(N+1))*10.^((0:N)-N);

yz=(1/6)*(1:N+1);

%

yr(1,N+1)=b;

for i=N:-1:1

yN=yr(1,i+1);

yr(1,i)=(1/10)*(yN+(3/2)*(i-1)+(4/3));

end

%

for i=1:N+1

fprintf(’ %5.0f %15.6e %15.6e %15.6e %15.6e %15.6e\n’,i-1,yr(1,i),...

ye(1,i),yz(1,i),abs(yr(1,i)-yz(1,i)),abs(yr(1,i)-yz(1,i))/abs(yz(1,i)))

end

xx=zeros(1,N+1);

xx(1,1:N+1)=(0:N);

plot(xx,ye,’r*’,xx,yr,’b+’)

xlabel(’n’,’Fontsize’,14);ylabel(’y_n’,’Fontsize’,14);

legend(’Closed form’,’Recurrence’,1)
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6.2.5 Πρόγραµµα 5: Υπολογιστικό Παράδειγµα 5.

function Ch2Example5(N,a,b)

%

% Solves the bvp y_{n+1}- 10.1y_{n} + y_{n-1} =0

% y_0=a, y_N=b

%

%

fprintf(’\n’)

disp(’_____________________________________________________________________________’)

disp(’ i y_n yclosed abs error rel error ’)

disp(’_____________________________________________________________________________’)%

N1=N+1;

ye=zeros(1,N1);

yr=zeros(1,N1);

A=(b-a*10^(-N))/(10^N-10^(-N));

B=a-A;

ye(1,1:N1)=A*10.^(0:N)+B*(1/10).^(0:N);

%

yr(1,1)=a;yr(1,N+1)=b;

rhs=zeros(N-1,1);sol=zeros(N-1,1);

rhs(1,1)=-yr(1,1);

rhs(N-1,1)=-yr(1,N+1);

M=zeros(N-1,N-1);

M=gallery(’tridiag’,N-1,1,-10.1,1);

sol=M\rhs;

yr(1,2:N)=sol(1:N-1,1);

%

for i=1:N1

fprintf(’ %5.0f %15.6e %15.6e %15.6e %15.6e\n’,i-1,yr(1,i),ye(1,i),...

abs(yr(1,i)-ye(1,i)),abs((yr(1,i)-ye(1,i)))/abs(ye(1,i)))

end

xx=zeros(1,N1);

xx(1,1:N1)=(0:N);

plot(xx,ye,’r*’,xx,yr,’b+’)

xlabel(’n’,’Fontsize’,14);ylabel(’y_n’,’Fontsize’,14);

legend(’Recurrence’,’Closed form’,1)
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6.3 Κεϕάλαιο 3

6.3.1 Πρόγραµµα 1: ΄Αµεση Μέθοδος του Euler: Υπολογιστικό Παράδειγµα 1.

function aeuler(n)

% Solves the ivp y’=y - 1/(1+x)^2 - 1/(1+x), y(0)=2

% by the forward Euler method

%

fprintf(’\n’)

%

for iit=1:10

%

nn=2^(iit-1)*n;

uu(iit)=1/nn;

%

h=1/nn;

%

y=2;

%

for i=0:nn

t=i*h;

er(i+1)=0;

ex=exp(t)+(1/(1+t));

er(i+1)=abs(ex-y);

m=y- 1/(1+t)^2 - 1/(1+t);

y=y+h*m;

end

u1(iit)=max(er);

fprintf(’h =%12.6f maxerr = %15.6e\n’,h,u1(iit))

end

u1’;

loglog(uu,u1,’b+’)
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6.3.2 Πρόγραµµα 2: ΄Εµµεση Μέθοδος του Euler: Υπολογιστικό Παράδειγµα 1.

function eeuler(n)

% Solves the ivp y’=y - 1/(1+x)^2 - 1/(1+x), y(0)=2

% by the backward Euler method

%

fprintf(’\n’)

%

for iit=1:10

%

nn=2^(iit-1)*n;

uu(iit)=1/nn;

%

h=1/nn;

%

y=2;

%

for i=0:nn

t=i*h;

t1=(i+1)*h;

ex=exp(t)+(1/(1+t));

er(i+1)=abs(ex-y);

m= - 1/(1+t1)^2 - 1/(1+t1);

y=(y+h*m)/(1-h);

end

u1(iit)=max(er);

fprintf(’h =%12.6f maxerr = %15.6e\n’,h,u1(iit))

end

u1’;

loglog(uu,u1,’b+’)

xlabel(’h’);ylabel(’Error’);
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6.3.3 Πρόγραµµα 3: Μέθοδος του Κανόνα του Τραπεζίου: Υπολογιστικό Παρά-
δειγµα 1.

function traprule(n)

% Solves the ivp y’=y - 1/(1+x)^2 - 1/(1+x), y(0)=2

% by the trapezium rule method

%

fprintf(’\n’)

for iit=1:10

%

nn=2^(iit-1)*n;

uu(iit)=1/nn;

%

h=1/nn;

h2=h/2;

%

y=2;

%

for i=0:nn

t=i*h;

t1=(i+1)*h;

ex=exp(t)+(1/(1+t));

er(i+1)=abs(ex-y);

m= - 1/(1+t)^2 - 1/(1+t);

m1= - 1/(1+t1)^2 - 1/(1+t1);

y=((1+h2)*y+h2*(m+m1))/(1-h2);

end

u1(iit)=max(er);

fprintf(’h =%12.6f maxerr = %15.6e\n’,h,u1(iit))

end

loglog(uu,u1,’b+’)

xlabel(’h’);ylabel(’Error’);
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6.3.4 Πρόγραµµα 4: ΄Αµεση Μέθοδος του Euler: Υπολογιστικό Παράδειγµα 2.

function aeulerstab(n,el)

% Solves the ivp y’=el y - 1/(1+x)^2 - el/(1+x), y(0)=1

% by the forward Euler method

%

fprintf(’\n’)

%

h=1./n;

hl=h*el;

fprintf(’el =%12.6f h = %12.6f hl = %12.6f\n’,el,h,hl)

fprintf(’\n’)

%

y=1.;

disp(’ t exact error relerror’)

%

for i=0:n

t=i*h;

ex=(1/(1+t));

er=abs(ex-y);

reler=er/ex;

fprintf(’%12.4f%15.6e%15.6e %15.6e\n’,t,ex,er,reler)

m=el*y- 1/(1+t)^2 - el/(1+t);

y=y+h*m;

end
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6.3.5 Πρόγραµµα 5: ΄Εµµεση Μέθοδος του Euler: Υπολογιστικό Παράδειγµα 2.

function eeulerstab(n,el)

% Solves the ivp y’=el y - 1/(1+x)^2 - el/(1+x), y(0)=1

% by the backward Euler method

%

fprintf(’\n’)

%

h=1./n;

hl=h*el;

fprintf(’el =%12.6f h = %12.6f hl = %12.6f\n’,el,h,hl)

fprintf(’\n’)

%

y=1.;

disp(’ t exact error relerror’)

%

for i=0:n

t=i*h;

t1=(i+1)*h;

ex=(1/(1+t));

er=abs(ex-y);

reler=er/ex;

fprintf(’%12.4f%15.6e%15.6e %15.6e\n’,t,ex,er,reler)

m= - 1/(1+t1)^2 - el/(1+t1);

y=(y+h*m)/(1.-el*h);

end
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6.3.6 Πρόγραµµα 6: Μέθοδος του Κανόνα του Τραπεζίου: Υπολογιστικό Παρά-
δειγµα 2.

function trapstab(n,el)

% Solves the ivp y’=el y - 1/(1+x)^2 - el/(1+x), y(0)=1

% by the trapezium rule method

%

fprintf(’\n’)

%

h=1./n;

h2=h/2.;

hl=h*el;

fprintf(’el =%12.6f h = %12.6f hl = %12.6f\n’,el,h,hl)

fprintf(’\n’)

%

y=1.;

disp(’ t exact error relerror’)

%

for i=0:n

t=i*h;

t1=(i+1)*h;

ex=(1/(1+t));

er=abs(ex-y);

reler=er/ex;

fprintf(’%12.4f%15.6e%15.6e %15.6e\n’,t,ex,er,reler)

m= - 1/(1+t)^2 - el/(1+t);

m1=- 1/(1+t1)^2 - el/(1+t1);

a=(1.+el*h2);

b=h2*(m+m1);

c=(1.-el*h2);

y=(y*a+b)/c;

end
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6.3.7 Πρόγραµµα 7: Μέθοδος του αναπτύγµατος Taylor τπίτης/τετάρτης τάξε-
ως: Υπολογιστικό Παράδειγµα 1.

function Taylor(n)

% Solves the ivp y’=y - 1/(1+x)^2 - 1/(1+x), y(0)=2

% by the third order Taylor method

%

fprintf(’\n’)

%

for iit=1:9

%

nn=2^(iit-1)*n;

uu(iit)=1/nn;

%

h=1./nn;

y=2.;

u=0.;

%

for i=0:nn

t=i*h;

t1=(i+1)*h;

ex=exp(t)+(1/(1+t));

er(i+1)=abs(ex-y);

y=y+h*f1(t,y)+(h^2/2)*fx1(t,y)+(h^3/6)*fxx1(t,y);

%y=y+h*f1(t,y)+(h^2/2)*fx1(t,y)+(h^3/6)*fxx1(t,y)+(h^4/24)*fxxx1(t,y);

end

u1(iit)=max(er);

fprintf(’h =%12.6f maxerr = %15.6e\n’,h,u1(iit))

end

fprintf(’\n’)

for iit=1:8

p=log(u1(iit)/u1(iit+1))/log(2.);

fprintf(’h =%12.6f rate %15.6e\n’,uu(iit),p)

end

u1’;

loglog(uu,u1,’b+’)

xlabel(’h’);ylabel(’Error’);

function f=f1(x,y)

f=y-(1/(1+x)^2)-(1/(1+x));

function fx=fx1(x,y)

fx=y-(1/(1+x))+(2/(1+x)^3);

function fxx=fxx1(x,y)

fxx=y-(1/(1+x))-(6/(1+x)^4);

function fxxx=fxxx1(x,y)

fxxx=y-(1/(1+x))+(24/(1+x)^5);
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6.3.8 Πρόγραµµα 8: Μέθοδος Runge-Kutta δευτέρας τάξεως: Υπολογιστικό Πα-
ϱάδειγµα 1.

function RungeKutta1(n)

% Solves the ivp y’=y - 1/(1+x)^2 - 1/(1+x), y(0)=2

% using the second order R-K method

%

fprintf(’\n’)

%

for iit=1:10

%

nn=2^(iit-1)*n;

uu(iit)=1/nn;

%

h=1/nn;

%

y=2;

%

for i=0:nn

t=i*h;

t1=(i+1)*h;

ex=exp(t)+(1/(1+t));

er(i+1)=abs(ex-y);

k1=h*(y- 1/(1+t)^2 - 1/(1+t));

k2=h*(y+k1 - 1/(1+t1)^2 - 1/(1+t1));

y=y+0.5*(k1+k2);

end

u1(iit)=max(er);

fprintf(’h =%12.6f maxerr = %15.6e\n’,h,u1(iit))

end

fprintf(’\n’)

for iit=1:9

p=log(u1(iit)/u1(iit+1))/log(2.);

fprintf(’h =%12.6f rate %15.6e\n’,uu(iit),p)

end

loglog(uu,u1,’b+’)

xlabel(’h’);ylabel(’Error’);
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6.3.9 Πρόγραµµα 9: Κλασσική µέθοδος Runge-Kutta τετάρτης τάξεως: Υπολο-
γιστικό Παράδειγµα 1.

function RungeKutta4(n)

% Solves the ivp y’=y - 1/(1+x)^2 - 1/(1+x), y(0)=2

% using the fourth order R-K method

%

fprintf(’\n’)

%

for iit=1:6

%

nn=2^(iit-1)*n;

uu(iit)=1/nn;

%

h=1/nn;%

y=2;

%

for i=0:nn

t=i*h;

t2=(i+0.5)*h;

t1=(i+1)*h;

ex=exp(t)+(1/(1+t));

er(i+1)=abs(ex-y);

k1=h*f1(t,y);

k2=h*f1(t2,y+0.5*k1);

k3=h*f1(t2,y+0.5*k2);

k4=h*f1(t1,y+k3);

y=y+(k1+2*k2+2*k3+k4)/6;

end

u1(iit)=max(er);

fprintf(’h =%12.6f maxerr = %15.6e\n’,h,u1(iit))

end

fprintf(’\n’)

for iit=1:5

p=log(u1(iit)/u1(iit+1))/log(2.);

fprintf(’h =%12.6f rate %15.6e\n’,uu(iit),p)

end

loglog(uu,u1,’b+’)

xlabel(’h’);ylabel(’Error’);

%

function f=f1(x,y)

f=y-(1/(1+x)^2) -(1/(1+x));
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6.4 Κεϕάλαιο 4

6.4.1 Πρόγραµµα 1: Υπολογιστικό Παράδειγµα 1.

function multi1(n)

% Solves the ivp y’= -y - 1/(1+x)^2 + 1/(1+x), y(0)=1

% by the explicit three-step method

% Y_{n+1} + 9 Y_n - 9 Y_{n-1} - Y_{n-2} = 6 h (Y_n’ + Y_{n-1}’)

%

fprintf(’\n’)

%

for iit=1:6

%

nn=2^(iit-1)*n;

uu(iit)=1/nn;

%

h=1./nn;

%

y0=1.;

y1=1./(1.0+h);

y2=1./(1.0+2.0*h);

%

for i=2:nn

t=i*h;

t1=(i-1)*h;

ex=(1/(1+t));

er(i)=abs(ex-y2);

m= -y2- 1/(1+t)^2 + 1/(1+t);

m1= -y1 - 1/(1+t1)^2 + 1/(1+t1);

y3=-9.0*y2+9.0*y1+y0+6.0*h*(m+m1);

y0=y1;

y1=y2;

y2=y3;

fprintf(’point =%12.6f error = %15.6e\n’,t,er(i))

end

u1(iit)=max(er);

fprintf(’h =%12.6f maxerr = %15.6e\n’,h,u1(iit))

end

fprintf(’\n’)

for iit=1:5

p=log(u1(iit)/u1(iit+1))/log(2.);

fprintf(’h =%12.6f rate %15.6e\n’,uu(iit),p)

end

loglog(uu,u1,’b+’)

xlabel(’h’);ylabel(’Error’);
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6.4.2 Πρόγραµµα 2: Υπολογιστικό Παράδειγµα 2.

function multi2(n)

% Solves the ivp y’= -y - 1/(1+x)^2 + 1/(1+x), y(0)=1

% by the implicit two-step method

% Y_{n+1} - Y_n = (h/12) (5 Y_{n+1}’ + 8 Y_n’ - Y_{n-1}’)

%

fprintf(’\n’)

%

for iit=1:10

%

nn=2^(iit-1)*n;

uu(iit)=1/nn;

%

h=1./nn;

%

h12=h/12.;

%

y0=1.;

y1=1./(1.0+h);

%

for i=1:nn

t=i*h;

t1=(i-1)*h;

t2=(i+1)*h;

ex=(1/(1+t));

er(i)=abs(ex-y1);

m= - 1/(1+t)^2 + 1/(1+t);

m1= - 1/(1+t1)^2 + 1/(1+t1);

m2= - 1/(1+t2)^2 + 1/(1+t2);

y2=(y1+h12*(5.*m2+8.*m-m1-8.*y1+y0))/(1.+5.*h12);

y0=y1;

y1=y2;

end

u1(iit)=max(er);

fprintf(’h =%12.6f maxerr = %15.6e\n’,h,u1(iit))

end

fprintf(’\n’)

for iit=1:9

p=log(u1(iit)/u1(iit+1))/log(2.);

fprintf(’h =%12.6f rate %15.6e\n’,uu(iit),p)

end

loglog(uu,u1,’b+’)

xlabel(’h’);ylabel(’Error’);
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6.4.3 Πρόγραµµα 3: Μέθοδος Adams - Bashforth: Υπολογιστικό Παράδειγµα
3(ι).

function AB(n)

% Solves the ivp y’= -y - 1/(1+x)^2 + 1/(1+x), y(0)=1

% by the three-step method A-B method

% Y_{n+1} - Y_n = (h/12) (23 Y_{n}’ -16 Y_{n-1}’ + 5 Y_{n-2}’)

%

fprintf(’\n’)

%

for iit=1:10

%

nn=2^(iit-1)*n;

uu(iit)=1/nn;

h=1./nn;

h12=h/12.;

y0=1;

y1=1/(1+h);

y2=1/(1+2*h);

for i=4:nn+1

t=(i-1)*h;

t1=(i-2)*h;

t2=(i-3)*h;

t3=(i-4)*h;

ex=(1/(1+t));

m1= -y2- 1/(1+t1)^2 + 1/(1+t1);

m2= -y1- 1/(1+t2)^2 + 1/(1+t2);

m3= -y0 - 1/(1+t3)^2 + 1/(1+t3);

y3=y2+h12*(23*m1-16*m2+5*m3);

er(i)=abs(ex-y3);

y0=y1;

y1=y2;

y2=y3;

end

u1(iit)=max(er);

fprintf(’h =%12.6f maxerr = %15.6e\n’,h,u1(iit))

end

fprintf(’\n’)

for iit=1:9

p=log(u1(iit)/u1(iit+1))/log(2.);

fprintf(’h =%12.6f rate %15.6e\n’,uu(iit),p)

end

loglog(uu,u1,’b+’)

xlabel(’h’);ylabel(’Error’);
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6.4.4 Πρόγραµµα 4: Μέθοδος Adams - Bashforth: Υπολογιστικό Παράδειγµα
3(ιι).

function AB4(n)

% Solves the ivp y’= -y - 1/(1+x)^2 + 1/(1+x), y(0)=1

% by the four-step method A-B method

% Y_{n+1} - Y_n = (h/24) (55 Y_{n}’ -59 Y_{n-1}’ + 37 Y_{n-2}’ - 9 Y_{n-3}’)

fprintf(’\n’)

for iit=1:10

nn=2^(iit-1)*n;

uu(iit)=1/nn;

h=1./nn;

h24=h/24;

y0=1;

y1=1/(1+h);

y2=1/(1+2*h);

y3=1/(1+3*h);

for i=5:nn+1

t=(i-1)*h;

t1=(i-2)*h;

t2=(i-3)*h;

t3=(i-4)*h;

t4=(i-5)*h;

ex=1/(1+t);

m1= -y3- 1/(1+t1)^2 + 1/(1+t1);

m2= -y2- 1/(1+t2)^2 + 1/(1+t2);

m3= -y1- 1/(1+t3)^2 + 1/(1+t3);

m4= -y0 - 1/(1+t4)^2 + 1/(1+t4);

y4=y3+h24*(55*m1-59*m2+37*m3-9*m4);

er(i)=abs(ex-y4);

y0=y1;

y1=y2;

y2=y3;

y3=y4;

end

u1(iit)=max(er);

fprintf(’h =%12.6f maxerr = %15.6e\n’,h,u1(iit))

end

fprintf(’\n’)

for iit=1:9

p=log(u1(iit)/u1(iit+1))/log(2.);

fprintf(’h =%12.6f rate %15.6e\n’,uu(iit),p)

end

loglog(uu,u1,’b+’);

xlabel(’h’);ylabel(’Error’);
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6.4.5 Πρόγραµµα 5: Μέθοδος BDF: Υπολογιστικό Παράδειγµα 4.

function BDF(n)

% Solves the ivp y’= -y - 1/(1+x)^2 + 1/(1+x), y(0)=1

% by the three-step method BDF method

% Y_{n+1} - (18/11)Y_n + (9/11) Y_{n-1} -(2/11) Y_{n-2} = (6h/11) Y_{n+1}’

%

%

fprintf(’\n’)

%

for iit=1:10

%

nn=2^(iit-1)*n;

uu(iit)=1/nn;

%

h=1./nn;

%

%

y0=1;

y1=1/(1+h);

y2=1/(1+2*h);

%

for i=4:nn+1

t=(i-1)*h;

t1=(i-2)*h;

t2=(i-3)*h;

t3=(i-4)*h;

ex=(1/(1+t));

m= - 1/(1+t)^2 + 1/(1+t);

y3=( (18/11)*y2-(9/11)*y1+(2/11)*y0+(6*h/11)*m )/(1+(6*h/11));

er(i)=abs(ex-y3);

y0=y1;

y1=y2;

y2=y3;

end

u1(iit)=max(er);

fprintf(’h =%12.6f maxerr = %15.6e\n’,h,u1(iit))

end

fprintf(’\n’)

for iit=1:9

p=log(u1(iit)/u1(iit+1))/log(2.);

fprintf(’h =%12.6f rate %15.6e\n’,uu(iit),p)

end

loglog(uu,u1,’b+’)

xlabel(’h’);ylabel(’Error’);
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6.4.6 Πρόγραµµα 6: Μέθοδος Adams - Moulton: Υπολογιστικό Παράδειγµα 5.

function AM(n)

% Solves the ivp y’= -y - 1/(1+x)^2 + 1/(1+x), y(0)=1

% by the three-step method A-M method

% Y_{n+1} - Y_n = (h/24) (9 Y_{n+1}’ + 19 Y_{n}’ -5 Y_{n-1}’ + Y_{n-2}’)

%

fprintf(’\n’)

%

for iit=1:10

%

nn=2^(iit-1)*n;

uu(iit)=1/nn;

h=1/nn;

h24=h/24;

%

y0=1.;

y1=1./(1+h);

y2=1./(1+2*h);

%

for i=4:nn+1

t=(i-1)*h;

t1=(i-2)*h;

t2=(i-3)*h;

t3=(i-4)*h;

ex=(1/(1+t));

m= - 1/(1+t)^2 + 1/(1+t);

m1= -y2- 1/(1+t1)^2 + 1/(1+t1);

m2= -y1- 1/(1+t2)^2 + 1/(1+t2);

m3= -y0 - 1/(1+t3)^2 + 1/(1+t3);

y3=(y2+h24*(9*m+19*m1-5*m2+m3))/(1+9*h24);

er(i)=abs(ex-y3);

y0=y1;

y1=y2;

y2=y3;

end

u1(iit)=max(er);

fprintf(’h =%12.6f maxerr = %15.6e\n’,h,u1(iit))

end

fprintf(’\n’)

for iit=1:9

p=log(u1(iit)/u1(iit+1))/log(2.);

fprintf(’h =%12.6f rate %15.6e\n’,uu(iit),p)

end

loglog(uu,u1,’b+’)

xlabel(’h’);ylabel(’Error’);
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