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5.1 Να ϐρεθεί η ακτίνα περιϕοράς ενός κυκλικού στερεού κώνου που έχει ύψος h και
ακτίνα ϐάσης a, γύρω από
(i) τον άξονα του κώνου
(ii) µια διάµετρο της ϐάσης
Να δειχτεί ότι αυτές οι ακτίνες περιϕοράς είναι ίσες αν ισχύει 2h2 = 3a2.

5.2 Η ακτίνα περιϕοράς µιας οµοιόµορϕης τριγωνικής πλάκας PQR από ένα άξονα που
περνά από το P και παράλληλα από τη QR είναι ίση µε k.
Να δειχτεί ότι k2 = 1

2
h2, όπου h είναι η κάθετη απόσταση του P από την QR. Να ϐρεθεί η

ακτίνα περιϕοράς γύρω από την QR.
Χρησιµοποιώντας τα πιο πάνω αποτελέσµατα, ή διαϕορετικά, να δειχθεί ότι η ακτίνα
περιϕοράς µιας οµοιόµορϕης κανονικής εξαγωνικής πλάκας ABCDEF µε πλευρά ίση µε
2a γύρω από την AD είναι ίση µε

√
5
6
a. Αν η εξαγωνική πλάκα έχει µάζα M , να ϐρεθεί η

ϱοπή αδράνειας της πλάκας γύρω από µια πλευρά.

5.3 Μια οµοιόµορϕη συµπαγής σϕαίρα κυλά στο εσωτερικό µιας σταθερής κοίλης
σϕαίρας, όπου τα κέντρα των δύο σϕαιρών ϐρίσκονται στο ίδιο κατακόρυϕο επίπεδο. Να
δειχθεί ότι η µικρή σϕαίρα ϑα κάνει ολόκληρη περιστροϕή αν, όταν ϐρίσκεται στο χαµη-
λότερο σηµείο, η αντίσταση πάνω της από την µεγάλη σϕαίρα είναι 34

7
φορές µεγαλύτερη

από το ϐάρος της.

5.4 Μια συµπαγής σϕαίρα ακτίνας a κυλά σε οριζόντιο επίπεδο µε γραµµική ταχύτητα
n µε κατεύθυνση προς ένα σταθερό µη ελαστικό σκαλοπάτι µε ύψος a

5
. Να δειχτεί ότι η

σϕαίρα ανεβαίνει το σκαλοπάτι (έχοντας πάντοτε επαϕή µε το τραπέζι ή/και το σκαλοπάτι)
αν ισχύει

7

18
ag < v2 <

49

45
ag.

5.5 ΄Ενας οµοιόµορϕος στερεός κύλινδρος µάζας 2m και ακτίνας a κυλά χωρίς να ολι-
σθαίνει προς τα κάτω σε ένα κεκλιµένο επίπεδο γωνίας π

6
. Να ϐρεθεί η γωνιακή επιτάχυνση

και η ελάχιστη τιµή του συντελεστή τριβής µεταξύ επιπέδου και κυλίνδρου.

5.6 Μια σϕαίρα ϐρίσκεται στην κορυϕή µιας σταθερής σϕαίρας. Η πρώτη σϕαίρα
µετατοπίζεται ελαϕρά ώστε να κυλά χωρίς να ολισθαίνει προς τα κάτω πάνω στη δεύτερη
σϕαίρα. Να δειχτεί ότι η πρώτη σϕαίρα ϑα εγκαταλείψει τη δεύτερη σϕαίρα όταν cos θ =
10
17

, όπου θ είναι η γωνία που σχηµατίζει η ευθεία που ενώνει τα κέντρα τους µε την
κατακόρυϕη.

5.7 Μια οµοιόµορϕη ϱάβδος, µήκους 2a και ϐάρους W , ϐρίσκεται σε ισορροπία µε το
πάνω άκρο Β να ακουµπά σε κατακόρυϕο τοίχο και το άκρο Α συνδέεται µε σπάγκο µε το
σηµείο C που ϐρίσκεται κατακόρυϕα πάνω από το Β.
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(i) Αν σε ισορροπία η ΑΒ σχηµατίζει γωνία π
3

µε την κατακόρυϕη, να υπολογιστεί το µήκος
του σπάγκου.
(ii) ΄Οταν ένα σωµατίδιο ϐάρους nW συνδέεται στο άκρο Β της ϱάβδου, τότε η ϱάβδος
ισορροπεί όταν σχηµατίζει γωνία π

6
µε την κατακόρυϕη. Να αποδειχθεί ότι n = 1√

2
.

5.8 ∆ύο σταθερά επίπεδα, το ένα κατακόρυϕο και το άλλο κεκλιµένο που σχηµατίζουν
γωνία ϕ µεταξύ τους, τέµνονται σε µια οριζόντια γραµµή. Μια ϱάβδος ΑΒ έχει το άκρο
Α πάνω στο κατακόρυϕο επίπεδο και το Β πάνω στο κεκλιµένο µε την ΑΒ κάθετη στο
κεκλιµένο επίπεδο. Αν το κατακόρυϕο επίπεδο δεν έχει τριβή και το κεκλιµένο επίπεδο
έχει συντελεστή τριβής µ, να δειχθεί ότι όταν η ϱάβδος είναι έτοιµη να ολισθήσει τότε

µ =
tanϕ

2 tan2 ϕ+ 1
.

5.9 ΄Ενα στερεό σώµα είναι ελεύθερο να περιστρέϕεται γύρω από το κέντρο µάζας C.
Οι κύριες ϱοπές αδράνειας είναι 7, 25, 32 µονάδες αντίστοιχα. Στο σώµα δίνεται µια
γωνιακή ταχύτητα Ω γύρω από ευθεία που διέρχεται από το C µε λόγο 4:0:3. Να δειχθεί
ότι µετά από χρόνο t οι συνιστώσες της γωνιακής ταχύτητας γύρω από τους κύριους άξονες
αδράνειας στο C είναι ίσες µε :

4

5
Ω cosϕ,

4

5
Ω sinϕ,

3

5
Ω cosϕ,

αντίστοιχα, όπου tan ϕ
2
= tanh

(
3
10
Ωt

)
.

Να ϐρεθεί η γωνιακή ταχύτητα όταν t → ∞.

5.10 Μια οµοιόµορϕη ορθογώνια πλάκα είναι ελεύθερη να περιστρέϕεται γύρω από το
κέντρο της Ο. Η πλάκα ABCD είναι τέτοια ώστε BC =

√
2AB. Αρχικά περιστρέϕεται µε

γωνιακή ταχύτητα Ω γύρω από ευθεία διερχόµενη από το Ο κάθετα στην ΑΒ και σχηµατίζει
γωνία π

6
µε το επίπεδο της πλάκας. Να ϐρεθούν οι συνιστώσες της γωνιακής ταχύτητας

γύρω από τους κύριους άξονες στο Ο µετά από χρόνο t.

5.11 Μια οµοιόµορϕη σϕαίρα κυλά χωρίς ολίσθηση πάνω σε µη οµαλό οριζόντιο επί-
πεδο το οποίο περιστρέϕεται µε γωνιακή ταχύτητα Ω γύρω από κατακόρυϕο άξονα. Αν δεν
υπάρχουν δυνάµεις που ασκούνται στη σϕαίρα, εκτός από το ϐάρος της και τη δύναµη της
τριβής, να αποδειχθεί ότι ο γεωµετρικός τόπος του κέντρου της σϕαίρας είναι ένας κύκλος.

2


