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6.1 ΄Ενας σπάγκος ΟΑΒ είναι συνδεδεµένος σε σταθερό σηµείο στο Ο, στο Α υπάρχει
µια µάζα 2m και στο Β υπάρχει µια µάζα m. Τα µήκη ΟΑ και ΑΒ είναι a και b αντίστοιχα.
Το σύστηµα είναι ελεύθερο να κινείται σε κατακόρυϕο επίπεδο και να εκτελεί µικρές
ταλαντώσεις γύρω από την ϑέση ισορροπίας. Οι κλίσεις των ΟΑ και ΑΒ µε την κατακόρυϕο
είναι θ και ϕ αντίστοιχα. Να αποδειχτούν οι εξισώσεις κίνησης :

θ̈ +
1

3
λϕ̈+ n2θ = 0 kai θ̈ + λϕ̈+ n2ϕ = 0,

όπου λ = b/a και n2 = g/a.

6.2 ΄Ενα κυκλικό στεϕάνι µάζας M και ακτίνας a έχει µια οµαλή ϱάβδο ΑΒ χωρίς ϐά-
ϱος και µήκος 2a στερεωµένη στα αντίθετα άκρα Α και Β µιας διαµέτρου. Ενα σωµατίδιο
Ρ µάζας m κινείται ελεύθερα πάνω στη ϱάβδο και το σύστηµα κυλά χωρίς ολίσθηση πά-
νω σε οριζόντιο τραπέζι µε τέτοιο τρόπο ώστε να ϐρίσκεται σε κατακόρυϕο επίπεδο. Να
υπολογιστούν η κινητική και δυναµική ενέργεια του συστήµατος χρησιµοποιώντας ως γε-
νικευµένες συντεταγµένες την θ, που είναι η γωνία που σχηµατίζεται από την ΑΒ και την
οριζόντια και το x, που είναι η απόσταση του Ρ από το κέντρο Ο. Το x είναι ϑετικό όταν
ϐρίσκεται στο τµήµα ΟΒ της ϱάβδου.
Να ϐρεθούν οι εξισώσεις του Lagrange και να δειχτεί ότι αν το σύστηµα αϕήνεται να κινηθεί
από ηρεµία όταν θ = 0 και x = b (0 < b < a) τότε αρχικά,

d2x

dt2
= − abmg

2Ma2 +mb2
.

6.3 Μια οµοιόµορϕη ϱάβδος µάζας 3m και µήκους 2a είναι στερεωµένη στο κέντρο
µάζας και έχει ένα σωµατίδιο µάζας m προσαρτηµένο στο ένα άκρο. Η ϱάβδος, όταν ϐρί-
σκεται σε οριζόντια ϑέση, τίθεται σε περιστροϕή γύρω από κατακόρυϕο άξονα διερχόµενον

από το κέντρο µάζας µε γωνιακή ταχύτητα
√
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. Να δειχτεί ότι το άκρο της ϱάβδου µε το
σωµατίδιο ϑα πέϕτει µέχρι που η κλίση της ϱάβδου µε την κατακόρυϕη είναι ίση µε

cos−1
(√
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)
.

6.4 Το διάνυσµα ϑέσης κάθε σωµατιδίου σε ένα συγκεκριµένο σύστηµα είναι µια συ-
νάρτηση της συντεταγµένης q και του χρόνου t. Να δειχτεί ότι η κινητική ενέργεια του
συστήµατος είναι ίση µε

T = αq̇2 + βq̇ + γ,

όπου, γενικά, α, β και γ είναι συναρτήσεις των q και t.
Αν το έργο που παράγεται από µικρή µεταβολή του q µπορεί να ϐρεθεί από το δυναµικό
V (q) και αν V, α, β και γ δεν εξαρτώνται άµεσα από τον χρόνο t, χρησιµοποιώντας την
εξίσωση του Lagrange, να δειχτεί ότι

αq̇2 − γ + V = σταθερό
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κατά την διάρκεια της κίνησης.

Μια χάντρα κινείται πάνω σε σύρµα που έχει σχήµα κύκλου ακτίνας a. Το κυκλικό
σύρµα περιστρέϕεται γύρω από κατακόρυϕη διάµετρο µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω.
Να ϐρεθεί η κινητική ενέργεια της χάντρας όταν η ακτίνα της χάντρας σχηµατίζει γωνία θ
µε την κατακόρυϕη. Να δειχτεί ότι, αν θ̇ = 0 όταν θ = π

2
, τότε

αθ̇2 =
(
2g − αω2 cos θ

)
cos θ.

6.5 Μια οµοιόµορϕη ϱάβδος µάζας m κινείται σε ένα επίπεδο. Η ταχύτητα κατά µήκος
της ϱάβδου είναι w και οι κάθετες ταχύτητες στα άκρα είναι u και v αντίστοιχα. Να δειχτεί
ότι η κινητική ενέργεια της ϱάβδου είναι
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m

(
u2 + v2 + 3w2 + uv

)
.

∆ύο οµοιόµορϕες ϱάβδοι ΑΒ (µάζας m, µήκους 2a) και ΒΓ (µάζας 2m, µήκους a) ενώνονται
οµαλά στο Β και ϐρίσκονται σε ηρεµία πάνω σε οριζόντιο οµαλό τραπέζι. Η γωνία ΑΒΓ
είναι ορθή. Μια οριζόντια ώθηση που σχηµατίζει γωνία θ µε την AC (C το κέντρο µάζας
της ΑΒ) εϕαρµόζεται στο C. Αν οι αρχικές γωνιακές ταχύτητες των ϱάβδων είναι ίσες και
αντίθετες, να δειχτεί ότι

tan θ =
3

2
.
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