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1. (α) Μια µπάλα εκτοξεύεται µε ταχύτητα u που σχηµατίζει γωνία θ µε την οριζόντιο και από ύψος
h από το έδαϕος. Η µπάλα κτυπά σε κατακόρυϕο τοίχο που ϐρίσκεται σε απόσταση d. Αν η µπάλα
κτυπά τον τοίχο σε ύψος H, να δειχθεί ότι

H = d tan θ − gd2

2u2
sec2 θ + h.

Να ϐρεθεί η τιµή της tan θ έτσι ώστε το H να παίρνει τη µέγιστη τιµή.
(ϐ) Σωµατίδιο µάζας m εκτοξεύεται κατακόρυϕα προς τα πάνω µε ταχύτητα u. Η αντίσταση του αέρα
έχει µέτρο ίσο µε kv, όπου k είναι σταθερά και v είναι η στιγµιαία ταχύτητα. Να δειχθεί ότι σε
οποιαδήποτε χρονική στιγµή, όταν το σωµατίδιο κινείται προς τα πάνω, η ταχύτητα είναι ίση µε
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Στη συνέχεια να ϐρεθεί το µέγιστο ύψος που ϑα φθάσει το σωµατίδιο και ο χρόνος που χρειάστηκε για
να φθάσει στο µέγιστο ύψος.

2. ΄Ενα σωµατίδιο κινείται σε µια ευθεία γραµµή µε τέτοιο τρόπο έτσι ώστε η απόσταση του από
σταθερό σηµείο O τη χρονική στιγµή t να είναι ίση µε

x = a cos(ωt− ϕ),

όπου a, ω και ϕ είναι ϑετικές σταθερές. Η περίοδος της κίνησης είναι 16s. Σε συγκεκριµένη χρονική
στιγµή το σωµατίδιο ϐρίσκεται σε απόσταση 5m από το O και 4s αργότερα ϐρίσκεται στην ίδια πλευρά
από το O και σε απόσταση 12m. Να ϐρεθούν οι τιµές των a, ω και ϕ.
Να δειχθεί ότι µετά από ακόµη 4s το σωµατίδιο ϐρίσκεται στην άλλη πλευρά του O και σε απόσταση
5m. Να ϐρεθεί η ταχύτητα (µέτρο και κατεύθυνση) και η επιτάχυνση σε αυτό το σηµείο. Επίσης να
ϐρεθεί ο χρόνος που χρειάστηκε να επιστρέψει σε αυτό το σηµείο.



3. Να δοθούν οι εξισώσεις κίνησης σε πολικές συντεταγµένες.
΄Ενα σωµατίδιο P µε µάζα m και διάνυσµα ϑέσης r κινείται κάτω από την επίδραση κεντρικής δύναµης
mf(r)r1, όπου r1 είναι το µοναδιαίο διάνυσµα στην κατεύθυνση OP (O η αρχή των αξόνων). ΄Εστω
ότι (r, θ) είναι οι πολικές συντεταγµένες και h είναι η στροϕορµή ανά µονάδα µάζας του σωµατιδίου
P . Να δειχθεί ότι h είναι σταθερό κατά τη διάρκεια της κίνησης και στη συνέχεια να αποδειχθεί ότι η
ϑέση του σωµατιδίου προσδιορίζεται από τη διαϕορική εξίσωση
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Σωµατίδιο P εκτοξεύεται από το σηµείο r = a της ευθείας θ = 0 µε εϕαπτοµενική και κάθετη ταχύτητα
ίσες µε
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ανά µονάδα µάζας και κατεύθυνση προς το Ο. Να ϐρεθεί η ελάχιστη και η µέγιστη απόσταση του
σωµατιδίου από το Ο. Στη συνέχεια να ϐρεθεί η γωνία που διαγράϕει η διανυσµατική ακτίνα µεταξύ
του πρώτου µεγίστου και του εποµένου ελαχίστου.

4. ΄Εστω ένα σύστηµα συντεταγµένων S′ που περιστρέϕεται µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω γύρω από
ένα σύστηµα συντεταγµένων S, όπου S και S′ έχουν κοινή αρχή. Να δοθεί ο ορισµός της απόλυτης
και σχετικής ταχύτητας και στη συνέχεια να δοθεί σχέση η οποία τις συνδέει.
Να δειχθεί ότι ο δεύτερος νόµος του Newton, ως προς το περιστρεϕόµενο σύστηµα, γράϕεται

m
d2r

dt2
= F− 2mω × dr

dt
−mω × (ω × r).

΄Ενα σωµατίδιο εκτοξεύεται µε αρχικό διάνυσµα r0 και αρχική ταχύτητα ṙ0 και κινείται κοντά στην
επιϕάνεια της Γης. Αν η γωνιακή ταχύτητα της περιστροϕής της Γης είναι ίση µε ω = −ω cosλi +
ω sinλk, όπου λ είναι το γεωγραϕικό πλάτος του σηµείου εκτόξευσης, και αν υποθέσουµε ότι g′ ≈
−gk και ω2 ≈ 0, τότε να δειχθεί ότι το διάνυσµα ϑέσης του σωµατιδίου κατά την διάρκεια της κίνησης
είναι κατά προσέγγιση ίσο µε

r =
1

2
t2g − 1

3
t3ω × g − t2ω × ṙ0 + tṙ0 + r0.

΄Ενα σωµατίδιο ϱίχνεται κατακόρυϕα προς τα κάτω µε ταχύτητα u από ύψος h πάνω από την επιϕάνεια
της Γης. Να δειχθεί ότι το σωµατίδιο έχει µετατόπιση. Να δοθεί η µετατόπιση και να προσδιοριστεί η
κατεύθυνση στην οποία το σωµατίδιο έχει µετατόπιση.

5. Να διατυπωθεί ο κανόνας κρούσης του Newton.
∆ύο οµαλές σϕαίρες Α και Β µε µάζες 2m και m αντίστοιχα, έχουν ταχύτητες 3ui + 4uj και −4ui +
3uj αντίστοιχα, όταν συγκρούονται. Κατά την κρούση η κοινή τους κάθετη είναι παράλληλη µε το
µοναδιαίο διάνυσµα i. Μετά την κρούση η µείωση της κινητικής ενέργειας είναι ίση µε την κινητική
ενέργεια της σϕαίρας Β πριν τη κρούση. Να ϐρεθεί η τιµή του συντελεστή κρούσης e µεταξύ των δύο
σϕαιρών.



6. Να διατυπωθεί το ϑεώρηµα των παράλληλων αξόνων για ϱοπές αδράνειας.
΄Ενα τετράγωνο στερεό ΑΒΓ∆ είναι κατασκευασµένο µε τέσσερις οµοιόµορϕες ϱάβδους µήκους 2a και
µάζας m. Το τετράγωνο µπορεί να περιστραϕεί γύρω από άξονα που διέρχεται από το Α και είναι
κάθετος στο επίπεδο του τετραγώνου.
(i) Να δειχθεί ότι η ϱοπή αδράνειας της ϱάβδου ΒΓ γύρω από τον άξονα περιστροϕής είναι ίση µε
16
3 ma2.

(ii) Σωµατίδια µε µάζες 4m, 3m, 2m και m στερεώνονται στις κορυϕές Α, Β, Γ και ∆, αντίστοιχα. Να
δειχθεί ότι η ϱοπή αδράνειας του συστήµατος γύρω από τον άξονα περιστροϕής είναι ίση µε 136

3 ma2.
(iii) Το σύστηµα αϕήνεται να περιστραϕεί από ηρεµία όταν Α∆ είναι οριζόντια και Β κατακόρυϕα πάνω
από το Α. Να ϐρεθεί η γωνιακή ταχύτητα του συστήµατος, συναρτήσει του a και g, όταν το Β ϐρίσκεται
κατακόρυϕα κάτω από το Α.

7. Μια οµοιόµορϕη ϱάβδος, µήκους 2a και ϐάρους W , ϐρίσκεται σε ισορροπία µε το πάνω άκρο Β
να ακουµπά σε οµαλό κατακόρυϕο τοίχο και το άκρο Α συνδέεται µε σπάγκο µε το σηµείο Γ που
ϐρίσκεται στον τοίχο και κατακόρυϕα πάνω από το Β.
(i) Αν σε ισορροπία η ΑΒ σχηµατίζει γωνία π

3 µε την κατακόρυϕη, να υπολογιστεί το µήκος του
σπάγκου.
(ii) ΄Οταν ένα σωµατίδιο ϐάρους kW , όπου k είναι σταθερά, συνδέεται στο άκρο Β της ϱάβδου, τότε η
ϱάβδος ισορροπεί όταν σχηµατίζει γωνία π

6 µε την κατακόρυϕη. Να ϐρεθεί η τιµή της σταθεράς k.

8. ∆ύο σωµατίδια Α και Β εκτοξεύονται ταυτόχρονα και κινούνται σε κατακόρυϕο επίπεδο. Το
σωµατίδιο Α εκτοξεύεται προς τα δεξιά από την αρχή των αξόνων µε ταχύτητα au (a > 0) που σχηµατίζει
γωνία θ µε την οριζόντιο. Το σωµατίδιο Β εκτοξεύεται προς τα αριστερά από το σηµείο (h, k) (h >
0, k > 0) µε ταχύτητα u που σχηµατίζει γωνία ϕ µε την οριζόντιο. Να ϐρεθούν τα διανύσµατα ϑέσης
των σωµατιδίων µετά από χρόνο t. Στη συνέχεια να δειχθεί ότι τα σωµατίδια ϑα συγκρουστούν αν
sinϕ < a sin θ και αν ισχύει η σχέση

sin(ϕ+ ω) = a sin(θ − ω), tanω =
k

h
.


