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1. ΄Ενα σωµατίδιο εκτοξεύεται µε ταχύτητα u µε γωνία θ µε ένα κεκλιµένο επίπεδο που σχηµατίζει
γωνία ϕ µε το οριζόντιο επίπεδο, όπου θ+ϕ < π

2 . Το σωµατίδιο κτυπά στο επίπεδο και επιστρέϕει στο
σηµείο εκτόξευσης κατά µήκος της ίδιας διαδροµής. Να δειχθεί ότι

2 tan θ tanϕ = 1 και R =
u2 cos2 θ

2g sinϕ
,

όπου R είναι το ϐεληνεκές της ϐολής. Στη συνέχεια να δειχθεί ότι

2u2

gR
= 3 sinϕ+ cosecϕ

και χρησιµοποιώντας αυτή τη σχέση, να δειχθεί ότι

RMAX =
u2√
3g

.

[sec2 ϕ = 1 + tan2 ϕ, cosec2ϕ = 1 + cot2 ϕ ]

2. Το ένα άκρο ενός ελαστικού σπάγκου (που δεν έχει ϐάρος) είναι στερεωµένο στο σηµείο A και στο
άλλο άκρο έχει ένα σωµατίδιο P µάζας 2m. Το φυσικό µήκος του ελαστικού σπάγκου είναι ίσο µε 3a
και η ελαστική σταθερά του είναι ίση µε 2mg

a . Το σωµατίδιο ϐρίσκεται σε ισορροπία στο σηµείο O που
είναι κατακόρυϕα κάτω από το A.
(i) Να ϐρεθεί το µήκος AO.
Το σωµατίδιο µετακινείται κατακόρυϕα προς τα πάνω στο σηµείο C που ϐρίσκεται κάτω από το A µε
AC > 3a και αϕήνεται να κινηθεί από ηρεµία.
(ii) Να δειχθεί ότι το σωµατίδιο κινείται σε απλή αρµονική κίνηση και να ϐρεθεί η περίοδος της
κίνησης.

(iii) Αν OC =
a

4
, να ϐρεθεί η µέγιστη ταχύτητα κατά τη διάρκεια της κίνησης.

(iv) Το σηµείο D είναι κατακόρυϕα πάνω από το O µε OD =
a

8
. Ο σπάγκος κόβεται όταν το σωµατίδιο

κινείται προς τα πάνω και διέρχεται από το σηµείο D. Να ϐρεθεί το µέγιστο ύψος πάνω από το O που
ϑα φθάσει το σωµατίδιο.



3. Να δοθούν οι εξισώσεις κίνησης σε πολικές συντεταγµένες.
΄Ενα σωµατίδιο P µε µάζα m και διάνυσµα ϑέσης r κινείται κάτω από την επίδραση κεντρικής δύναµης
mf(r)r1, όπου r1 είναι το µοναδιαίο διάνυσµα στην κατεύθυνση OP (O η αρχή των αξόνων). ΄Εστω
ότι (r, θ) είναι οι πολικές συντεταγµένες και h είναι η στροϕορµή ανά µονάδα µάζας του σωµατιδίου
P . Να δειχθεί ότι h είναι σταθερό κατά τη διάρκεια της κίνησης και στη συνέχεια να αποδειχθεί ότι η
ϑέση του σωµατιδίου προσδιορίζεται από τη διαϕορική εξίσωση

d2u

dθ2
+ u = −

f
(
1
u

)
h2u2

, u =
1

r
.

Αν το σωµατίδιο P εκτοξεύεται από το σηµείο r = a m της ευθείας θ = 0 µε ταχύτητα u =
√

µ
3
1
a ms−1

που σχηµατίζει ορθή γωνία µε την OP και η δύναµη που ασκείται πάνω στο σωµατίδιο είναι ίση µε

F =
mµ

r3
r1,

τότε να ϐρεθεί η τροχιά του σωµατιδίου. Στη συνέχεια να εκϕραστούν οι συντεταγµένες r(t) και θ(t)
ως προς t.

4. ΄Εστω ένα σύστηµα συντεταγµένων S′ που περιστρέϕεται µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω γύρω από
ένα σύστηµα συντεταγµένων S, όπου S και S′ έχουν κοινή αρχή. Να δοθεί ο ορισµός της απόλυτης
και σχετικής ταχύτητας και στη συνέχεια να δοθεί σχέση η οποία τις συνδέει.
Να δειχθεί ότι ο δεύτερος νόµος του Newton, ως προς το περιστρεϕόµενο σύστηµα, γράϕεται

m
d2r

dt2
= F− 2mω × dr

dt
−mω × (ω × r).

΄Ενα σωµατίδιο εκτοξεύεται µε αρχικό διάνυσµα r0 και αρχική ταχύτητα ṙ0 και κινείται κοντά στην
επιϕάνεια της Γης. Αν η γωνιακή ταχύτητα της περιστροϕής της Γης είναι ίση µε ω = −ω cosλi +
ω sinλk, όπου λ είναι το γεωγραϕικό πλάτος του σηµείου εκτόξευσης, και αν υποθέσουµε ότι g′ ≈
−gk και ω2 ≈ 0, τότε να δειχθεί ότι το διάνυσµα ϑέσης του σωµατιδίου κατά την διάρκεια της κίνησης
είναι κατά προσέγγιση ίσο µε

r =
1

2
t2g − 1

3
t3ω × g − t2ω × ṙ0 + tṙ0 + r0.

΄Ενα σωµατίδιο εκτοξεύεται προς την ανατολή από ένα σηµείο πάνω στην επιϕάνεια της Γης που έχει
γεωγραϕικό πλάτος ίσο µε λ. Η γωνιακή ταχύτητα της περιστροϕής της Γης είναι ίση µε ω. Η ταχύτητα
εκτόξευσης είναι ίση µε u και σχηµατίζει γωνία ϑ µε την οριζόντιο. Να ϐρεθεί κατά προσέγγιση ο
χρόνος που χρειάστηκε το σωµατίδιο για να επιστρέψει στην επιϕάνεια της Γης. Επίσης να δειχθεί
ότι, όταν το σωµατίδιο ϑα κτυπήσει στην επιϕάνεια της Γης, ϑα έχει µετατόπιση κατά προσέγγιση ίση
µε

4u3

g2
ω sinλ sin2 θ cos θ,

και να προσδιοριστεί προς πια κατεύθυνση είναι η µετατόπιση.

[(1− x)−1 = 1 + x+ x2 + x3 + ... ]



5. Να διατυπωθεί ο κανόνας κρούσης του Newton.
΄Εστω A και B δύο οµοιόµορϕες οµαλές σϕαίρες. Η A κινείται µε ταχύτητα u και συγκρούεται µε την
B, η οποία ήταν σε ηρεµία. Πριν τη κρούση η ταχύτητα u σχηµατίζει γωνία π

6 µε την κοινή κάθετη
των δύο σϕαιρών. Ο συντελεστής κρούσης µεταξύ των δύο σϕαιρών είναι e.
(i) Να ϐρεθεί η ταχύτητα της B µετά την κρούση, συναρτήσει του u και e.
(ii) Να ϐρεθούν οι συνιστώσες της ταχύτητας της A παράλληλα και κάθετα στη κοινή κάθετο, µετά τη
κρούση.
(iii) Αν e = 2

3 , να ϐρεθεί η γωνία που σχηµατίζει η ταχύτητα της A µετά την κρούση µε την κοινή
κάθετο.

6. Να διατυπωθεί το ϑεώρηµα των παράλληλων αξόνων για ϱοπές αδράνειας.
΄Εστω ο δακτύλιος µάζας m και ακτίνας a. Οι διάµετροι AC και BD του δακτυλίου τέµνονται κάθετα.
∆ύο σωµατίδια µάζας m είναι προσκολληµένα στα σηµεία A και B, αντίστοιχα. Να ϐρεθεί η ϱοπή
αδράνειας του συστήµατος γύρω από άξονα διερχόµενο από το σηµείο D και κάθετο στο επίπεδο του
δακτυλίου.
Το σύστηµα είναι ελεύθερο να περιστραϕεί σε κατακόρυϕο επίπεδο γύρω από τον άξονα που διέρχεται
από το D. Το σύστηµα αϕήνεται να κινηθεί από ηρεµία όταν η διάµετρος BD είναι οριζόντια. Να
ϐρεθεί η γωνιακή ταχύτητα του συστήµατος όταν η διάµετρος BD είναι για πρώτη φορά κατακόρυϕη.

7. Να διατυπωθεί το ϑεώρηµα των καθέτων αξόνων για ϱοπές αδράνειας.
∆ίνεται τετραγωνική πλάκα µήκους a η οποία ϐρίσκεται στο επίπεδο xy. Να ϐρεθούν :
(i) οι ϱοπές αδράνειας,
(ii) τα γινόµενα αδράνειας,
(iii) οι κύριες ϱοπές αδράνειας,
(iv) οι διευθύνσεις των κύριων αξόνων.

8. ΄Ενα σωµατίδιο µάζας m εκτοξεύεται κατακόρυϕα προς τα πάνω µε αρχική ταχύτητα u. Την χρονική
στιγµή που φθάνει στο µέγιστο ύψος, ένα δεύτερο σωµατίδιο, µάζας 2m, εκτοξεύεται κατακόρυϕα
προς τα πάνω µε αρχική ταχύτητα 2u από το ίδιο σηµείο που εκτοξεύτηκε και το πρώτο σωµατίδιο.
Να δειχθεί ότι ο χρόνος που χρειάστηκε το δεύτερο σωµατίδιο για να συγκρουστεί µε το πρώτο είναι
u
4g και να ϐρεθεί το ύψος πάνω από το σηµείο εκτόξευσης στο οποίο έγινε η κρούση.
Κατά την κρούση τα δύο σωµατίδια γίνονται ένα. Να ϐρεθεί το µέγιστο ύψος που ϑα φθάσει πάνω από
το σηµείο εκτόξευσης το συνδυασµένο σωµατίδιο.


