
Κεφάλαιο 16

Εκτίµηση Μη-Γραµµικών

Μοντέλων

16.1 Περιγραφή των ∆εδοµένων

Τα δεδοµένα που ϑα χρησιµοποιηθούν στο κεφάλαιο αυτό λήφθηκαν από µια δο-
κιµή µε δέκτη-ορµονών σχετικά µε τον όγκο στο στήθος στους ανθρώπους. Σε
µια τέτοια δοκιµή η συγκέντρωση στον δέκτη καθορίζεται τεχνικά από την έκθε-
ση ενός συγκεκριµένου κυττάρου ή ιστού σε διάφορες συγκεντρώσεις ϱαδιενεργά
ιχνηθετηµένου συναρµοτή µέχρι να ϕτάσει ο δέκτης κοντά στον κορεσµό. Η συ-
γκέντρωση του δεσµευµένου (B) και του ελεύθερου (F) συναρµοτή στην κατάσταση
ισορροπίας µετρείται για κάθε επανάληψη. Τα δεδοµένα δίνονται πιο κάτω.

> F<-c(84.6,83.9,148.2,147.8,463.9,463.8,964.1,967.6,1926.0,1900.0)

> B<-c(12.1,12.5,17.2,16.7,28.3,26.9,37.6,35.8,38.5,39.9)

> hormone.dat<-data.frame(F=F,B=B)

> hormone.dat

F B

1 84.6 12.1

2 83.9 12.5

3 148.2 17.2

4 147.8 16.7

5 463.9 28.3

6 463.8 26.9

7 964.1 37.6
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8 967.6 35.8

9 1926.0 38.5

10 1900.0 39.9

16.2 Ανάλυση µε Μη-Γραµµικό Μοντέλο

Η σχέση µεταξύ της συγκέντρωσης του ϕραγµένου και του ελεύθερου συναρµοτή
στη δοκιµή του δέκτη ορµονλων περιγράφεται από την εξίσωση Michaelis-Menten

Bi =
BmaxFi

KD + Fi
+ εi

όπου εi είναι τυχαίο σφάλµα µε µέση τιµή µηδέν, και Bmax και KD είναι οι
παράµετροι, γνωστές ως ικανότητα και συνάφεια, οι οποίες ϑα προσδιοριστούν
από n Ϲευγάρια παρατηρήσεων (Fi, Bi). Τα σφάλµατα για τα διάφορα Ϲευγάρια
παρατηρήσεων ϑεωρούνται ασυσχέτιστα, αλλά δεν είναι αναγκαίο να έχουν την
ίδια διακύµανση.

Η εκτίµηση των δύο παραµέτρων στο πιο πάνω µη-γραµµικό µοντέλο µπορεί
να γίνει µε διάφορους τρόπους. Εδώ ϑα παρουσιαστεί µια απευθείας µέθοδος ϐα-
σισµένη στην ελαχιστοποίηση της συνάρτησης αθροίσµατος τετραγώνων, S, όπου
η S δίνεται από:

S =
n∑

i=1

(
Bi − BmaxFi

KD + Fi

)2

.

Στην R η µέθοδος αυτή εφαρµόζεται µε τη ϐοήθεια της εντολής nls. Η διαδι-
κασία της εκτίµησης απαιτεί τον ορισµό αρχικών τιµών για τις παραµέτρους Bmax

και KD. Τέτοιες τιµές µπορούν να ϐρεθούν σχετικά εύκολα µε τη ϐοήθεια του
γραφήµατος των δεδοµένων που παρουσιάζεται στο Σχήµα 16.1. Η µεγαλύτερη
τιµή του B είναι περίπου 40 και αυτή µπορεί να χρησιµοποιηθεί για αρχική τιµή
του Bmax. Η τιµή του KD είναι η συγκέντρωση για την οποία η B είναι ίση µε
Bmax/2. Από το γράφηµα αυτή η τιµή είναι περίπου ίση µε 250. Η εκτίµηση των
παραµέτρων του µη-γραµµικού µοντέλου στην R παρουσιάζεται πιο κάτω:

> hormone.fit<-nls(B~Bmax*F/(KD+F),hormone.dat,start=list(Bmax=40,KD=250))

> summary(hormone.fit)

Formula: B ~ Bmax * F/(KD + F)

Parameters:
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Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

Bmax 44.378 1.129 39.31 1.93e-10 ***

KD 241.688 20.946 11.54 2.89e-06 ***

---

Signif. codes: 0 ‘‘***’’ 0.001 ‘‘**’’ 0.01 ‘‘*’’ 0.05 ‘‘.’’ 0.1 ‘‘ ’’ 1

Residual standard error: 1.288 on 8 degrees of freedom

Number of iterations to convergence: 4

Achieved convergence tolerance: 7.268e-07

Από τα αποτελέσµατα παρατηρείται ότι το Bmax εκτιµήθηκε να είναι ίσο µε
44.378 µε τυπικό σφάλµα 1.129, ενώ το KD εκτιµήθηκε να είναι ίσο µε 241.688
µε τυπικό σφάλµα 20.946. Το t-test για τον έλεγχο υποθέσεων Bmax = 0 και
KD = 0, δείχνει ότι και οι δύο εκτιµήσεις είναι διαφορετικές του µηδενός.
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Σχήµα 16.1: Γράφηµα των ∆εδοµένων.

Στις περισσότερες περιπτώσεις ανάλυσης µε µη-γραµµικό µοντέλο είναι σηµα-
ντικό να συγκριθούν οι εκτιµήσεις εφαρµόζοντας τη µέθοδο µε διάφορες αρχικές
τιµές. Χρησιµοποιώντας για αρχικές τιµές Bmax = 30 και KD = 300 παίρνουµε
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περίπου τα ίδια αποτελέσµατα µε πριν.

> hormone.fit2<-nls(B~Bmax*F/(KD+F),hormone.dat,start=list(Bmax=30,KD=300))

> summary(hormone.fit2)

Formula: B ~ Bmax * F/(KD + F)

Parameters:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

Bmax 44.378 1.129 39.31 1.93e-10 ***

KD 241.687 20.946 11.54 2.89e-06 ***

---

Signif. codes: 0 ‘‘***’’ 0.001 ‘‘**’’ 0.01 ‘‘*’’ 0.05 ‘‘.’’ 0.1 ‘‘ ’’ 1

Residual standard error: 1.288 on 8 degrees of freedom

Number of iterations to convergence: 5

Achieved convergence tolerance: 7.389e-06

Για να εξετασθεί πόσο καλά εφαρµόζει η εξίσωση Michaelis-Menten στα δε-
δοµένα, προσθέτουµε στο γράφηµα των δεδοµένων την εκτιµώµενη καµπύλη της
εξίσωσης (Σχήµα 16.2). Οι εκτιµήσεις των παραµέτρων µπορούν να εξαχθούν χρη-
σιµοποιώντας την εντολή coef και µετά να χρησιµοποιηθούν για να υπολογιστεί η
εκτιµώµενη καµπύλη. Από το γράφηµα είναι ϕανερό ότι η εκτιµώµενη καµπύλη
εφαρµόζει πάρα πολύ καλά στα δεδοµένα.

> Bmax.hat<-coef(hormone.fit)[1]

> KD.hat<-coef(hormone.fit)[2]

> F.seq<-seq(range(F)[1],range(F)[2],length=100)

> B.seq<-Bmax.hat*F.seq/(KD.hat+F.seq)

> plot(F,B,ylim=c(10,50))

> lines(F.seq,B.seq)

> title(main="Observed values and fitted curve")

Στην περίπτωση του µη-γραµµικού µοντέλου µε την πιο πάνω εξίσωση µόνο
δύο παράµετροι έπρεπε να εκτιµηθούν. Συνεπώς, µε τη ϐοήθεια της συνάρτησης
persp µπορεί να κατασκευαστεί µια τρισδιάστατη προοπτική απεικόνιση της εξί-
σωσης, η οποία µπορεί να ϐοηθήσει στο να ελεγχθεί η ορθότητα των εκτιµήσεων
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από το µοντέλο αλλά και η µοναδικότητά τους. Αυτό γίνεται στην R όπως πιο
κάτω και το γράφηµα παρουσιάζεται στο Σχήµα 16.3. Η επιφάνεια παρουσιάζεται
επίπεδη σε διάφορα τµήµατά της υποδεικνύοντας ότι και άλλα Ϲευγάρια τιµών
των δύο παραµέτρων εκτός από τις εκτιµώµενες ϑα οδηγούσαν σε εξίσου καλή
εφαρµογή των δεδοµένων.
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Σχήµα 16.2: Γράφηµα των δεδοµένων µε την εκτιµώµενη καµπύλη από την εξί-
σωση Michaelis-Menten.

> Bmax.val<-seq(20,60,length=30)

> KD.val<-seq(50,1000,length=30)

> S<-matrix(0,30,30)

> for(i in 1:30)

+ {

+ for(j in 1:30)

+ {

+ S[i,j]<-sum((B-Bmax.val[i]*F/(KD.val[j]+F))^2)

+ }

+ }

> persp(Bmax.val,KD.val,S/100,xlab="Bmax",ylab="KD",zlab="Objective Function/100",
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+ theta=-45,phi=30,expand=0.5)
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Σχήµα 16.3: Προοπτική απεικόνιση της επιφάνειας της εξίσωσης Michaelis-
Menten.
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