
Κεφάλαιο 19

Ανάλυση Επιβίωσης

Η ανάλυση επιβίωσης (survival analysis) αναφέρεται στην ανάλυση δεδοµένων που
αφορούν στο χρόνο που µεσολαβεί µέχρι κάποιο συγκεκριµένο συµβάν. Αρχικά
η ανάλυση αναφερόταν στο χρόνο µεταξύ της ϑεραπείας µέχρι τον ϑάνατο και για
αυτό το λόγο πήρε και το συγκεκριµένο όνοµα. Η ανάλυση επιβίωσης όµως µπορεί
να εφαρµοστεί σε αρκετές περιπτώσεις, όπως για παράδειγµα στη µηχανολογία,
για την ανάλυση του χρόνου µέχρι την εµπλοκή ενός µηχανήµατος ή τη γεωργία,
για την ανάλυση του χρόνου µέχρι την στιγµή να ϐγάλει καρπό ένα δέντρο. Στην
περίπτωση της µηχανολογίας η ανάλυση αναφέρεται και ως ϑεωρία αξιοπιστίας
(reliability theory). Ο χρόνος επιβίωσης χρίζει ειδικής µεταχείρισης για το λόγο ότι
είναι περιορισµένος στο να είναι πάντα ϑετικός, και γιατί τα δεδοµένα περιέχουν
λογοκριµένες (cencored) παρατηρήσεις. Τα λογοκριµένα δεδοµένα είναι αυτά για
τα οποία δεν είναι γνωστός ο χρόνος που συµβαίνει το γεγονός. Το µόνο που
µπορεί να λεχθεί είναι ότι ο χρόνος επιβίωσής τους είναι µεγαλύτερος από την
τιµή που έχει καταγραφεί.

Στην ανάλυση επιβίωσης είναι πολύ σηµαντικές δύο συναρτήσεις οι οποίες
περιγράφουν την κατανοµή του χρόνου επιβίωσησ: η συνάρτηση επιβίωσης και η
συνάρτηση κινδύνου.

19.1 Συνάρτηση Επιβίωσης

Συµβολίζοντας το χρόνο επιβίωσης µε T , η συνάρτηση επιβίωσης (survival fu-
nction) S(t) ορίζεται ως η πιθανότητα επιβίωσης ενός ατόµου πέραν τη χρονική
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στιγµή t και δίνεται από τη σχέση:

S(t) = P (T > t) = 1− F (t)

Η συνάρτηση επιβίωσης είναι µη αρνητική και µη αύξουσα συνάρτηση του t µε
S(0) = 1 και S(∞) = 0. Η γραφική παράσταση της S(t) συναρτήσει του t είναι
γνωστή ως καµπύλη επιβίωσης και είναι πολύ σηµαντική στην ανάλυση δεδοµένων
χρόνου επιβίωσης.

19.2 Συνάρτηση Κινδύνου

Η συνάρτηση κινδύνου, h(t), ορίζεται ως η πιθανότητα αποβίωσης (ή πραγµάτωσης
του γεγονότος που εξετάζεται) τη χρονική στιγµή t, δεδοµένου ότι το άτοµο έχει
επιβιώσει µέχρι τη χρονική στιγµή t. ∆ηλαδή,

h(t) = lim
s→0

P (t ≤ T ≤ t + s | T ≥ t)
s

Η συνάρτηση κινδύνου δίνει ένα µέτρο του πόσο πιθανό είναι ένα άτοµο να απο-
ϐιώσει ως συνάρτηση της ηλικίας του ατόµου, για παράδειγµα ο κίνδυνος ϑανάτου
ανάµεσα σε αυτούς που είναι Ϲωντανοί τη συγκεκριµένη στιγµή.

19.3 Μοντέλο αναλόγων συναρτήσεων κινδύνου

Στην ανάλυση επιβίωση παίζει µεγάλο ϱόλο η εξεύρεση παραγόντων οι οποίοι
να σχετίζονται µε το χρόνο επιβίωσης. Αυτοί οι παράγοντες ϑα πρέπει να συ-
µπεριληφθούν στο µοντέλο που ϑα χρησιµοποιηθεί για τη σχετική ανάλυση των
δεδοµένων. Αφού η συνάρτηση κινδύνου είναι µη αρνητική, ο λογάριθµός της
µπορεί να εκφραστεί ως γραµµική συνάρτηση επεξηγηµατικών µεταβλητών :

ln h(t) = β0 + β1x1 + β2x2 + . . . + βpxp

Το µοντέλο αυτό όµως είναι πολύ περιοριστικό αφού υποθέτει ότι η συνάρτηση
κινδύνου δεν εξαρτάται από το χρόνο. Υπάρχουν διάφορες µέθοδοι µε τις οποίες
το µοντέλο ϑα µπορούσε να υιοθετήσει την εξάρτηση του χρόνου, µε την πιο γνωστή
να είναι το µοντέλο αναλόγων συναρτήσεων κινδύνου (Cox 1972). Το µοντελό αυτό
δίνεται από

ln h(t) = α(t) + β1x1 + β2x2 + . . . + βpxp
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όπου α(t) είναι οποιαδήποτε συνάρτηση του χρόνου. Ο όρος ¨αναλόγων συναρτή-
σεων κινδύνου¨ είναι λόγω του γεγονότος ότι για οποιαδήποτε άτοµα για οποιδήπο-
τε σηµείο του χρόνου, ο λόγος των συναρτήσεων κινδύνου είναι σταθερός. Εξαιτίας
του ότι η συνάρτηση κινδύνου α(t) δεν είναι ανάγκη να οριστεί εξ ολοκλήρου, το
µοντέλο αναλόγων συναρτήσεων κινδύνου ϑεωρείται ως ηµιπαραµετρικό.

Ο Cox εισηγήθηκε µια µέθοδο δεσµευµένης πιθανοφάνειας για εκτίµηση των
παραµέτρων. Το σηµαντικό στοιχείο αυτής της µεθόδου είναι οι εκτιµήσεις ε-
ξαρτώνται από τη σειρά µε την οποία συµβαίνει το γεγονός και όχι τον ακριβή
χρόνο.

19.4 Παράδειγµα

Τα δεδοµένα του παραδείγµατος, τα οποία δίνονται στο παράρτηµα στο τέλος του
κεφαλαίου, αναφέρονται σε 51 ασθενείς οι οποίοι πάσχουν από οξεία µυελοβλα-
στική λευχαιµία και που δεν έχουν µέχρι τώρα δεχθεί οποιαδήποτε ϑεραπεία. Οι
ασθενείς αυτοί υποβάλλονται σε µια σειρά ϑεραπείας, στο τέλος της οποίας έχουν
εξετασθεί αν έχουν ανταποκριθεί ή όχι. ΄Εχουν καταγραφεί πριν τη ϑεραπεία έξι
µεταβλητές :

1. η ηλικία διάγνωσης, Age,

2. το ποσοστό επίστρωσης των ϐλαστοκυττάρων, Smear,

3. το ποσοστό των κυττάρων από τη λευχαιµία που εισήλθαν στο µυελό των
οστών, Infil,

4. το ποσοστό των κυττάρων που προήλθαν από το µυελό των οστών, Index,

5. τα απόλυτα ϐλαστοκύτταρα, Blasts, και

6. η ψηλότερη ϑερµοκρασία σώµατος πριν τη ϑεραπεία, Temp.

Επίσης, καταγράφεται ο χρόνος επιβίωσης του ατόµου, Time, και η ανταπό-
κρισή του στη ϑεραπεία, Resp. Τέλος, η µεταβλητή Status δείχνει αν οι παρα-
τηρήσεις ενός ατόµου είναι λογοκριµένες ή όχι. Η προς εξέταση ερώτηση είναι το
κατά πόσο σηµαντικές είναι στη πρόβλεψη του χρόνου επιβίωσης οι έξι µεταβλητές
που καταγράφηκαν πριν από τη ϑεραπεία. Για να απαντηθεί η ερώτηση αυτή ϑα
χρησιµοποιηθεί το µοντέλο αναλόγων συναρτήσεων κινδύνου.

Στην R οι αναγκαίες συναρτήσεις για την ανάλυση επιβίωσης ϐρίσκονται στη
ϐιβλιοθήκη survival. Το µοντέλο αναλόγων συναρτήσεων κινδύνου εφαρµόζε-
ται χρησιµοποιώντας την εντολή coxph. Η περιγραφή του µοντέλου στην coxph
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γίνεται µε παρόµοιο τρόπος όπως και στην περίπτωση των γραµµικών µοντέλων
µε την lm, µε τη διαφορά ότι το αριστερό µέρος της είναι αντικείµενο επιβίωσης
που δηµιουργείται από τη συνάρτηση Surv. Στην περίπτωση που τα δεδοµένα εί-
ναι δεξιά-λογοκριµένα, η συνάρτηση Surv έχει τη µορφή Surv(time,event), µε
time να είναι είτε ο χρόνος µέχρι το γεγονός ή ο χρόνος λογοκρισίας, και event
να είναι µια δείκτρια µεταβλητή µε τιµή ίση µε 1 αν το γεγονός παρατηρείται ή
ίση µε 0 αν αν η παρατήρηση είναι λογοκριµένη. Εφαρµόζοντας το µοντέλο ανα-
λόγων συναρτήσεων κινδύνου µε τις 6 επεξηγηµατικές µεταβλητές παίρνονται τα
ακόλουθα αποτελέσµατα:

> library(survival)

> cancer.dat <- read.table("cancer.dat", col.names=c("Age","Smear",

+ "Infil","Index","Blasts","Temp","Resp","Time","Status"))

> time<-cancer.dat[,"Time"]

> status<-1-cancer.dat[,"Status"]

> attach(cancer.dat)

> cancer.cox<-coxph(Surv(time,status)~Age+Smear+Infil+Index+Blasts)

> summary(cancer.cox)

Call:

coxph(formula = Surv(time, status) ~ Age + Smear + Infil + Index +

Blasts)

n= 51

coef exp(coef) se(coef) z p

Age 0.03536 1.036 0.01018 3.473 0.00052

Smear 0.00915 1.009 0.01451 0.631 0.53000

Infil -0.01835 0.982 0.01247 -1.472 0.14000

Index -0.08955 0.914 0.04482 -1.998 0.04600

Blasts 0.00285 1.003 0.00973 0.293 0.77000

exp(coef) exp(-coef) lower .95 upper .95

Age 1.036 0.965 1.016 1.057

Smear 1.009 0.991 0.981 1.038

Infil 0.982 1.019 0.958 1.006

Index 0.914 1.094 0.837 0.998

Blasts 1.003 0.997 0.984 1.022
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Rsquare= 0.312 (max possible= 0.996 )

Likelihood ratio test= 19.1 on 5 df, p=0.00188

Wald test = 17.6 on 5 df, p=0.00351

Score (logrank) test = 18.9 on 5 df, p=0.00197

Είναι ϕανερό ότι η ηλικία διάγνωσης, Age, είναι η πιο σηµαντική µεταβλητή
για την πρόβλεψη του χρόνου επιβίωσης, αφού έχει p-value πολύ κοντά στο 0.
Για το λόγο αυτό εφαρµόζεται ένα νέο µοντέλο µε µόνο αυτή τη µεταβλητή ως
επεξηγηµατική και δίνει τα ακόλουθα αποτελέσµατα:

> cancer.cox1<-coxph(Surv(time,status)~Age)

> cancer.cox1

Call:

coxph(formula = Surv(time, status) ~ Age)

coef exp(coef) se(coef) z p

Age 0.0324 1.03 0.00952 3.4 0.00067

Likelihood ratio test=11.8 on 1 df, p=0.000577 n= 51

Η ερµηνεία του εκτιµηµένου συντελεστή του µοντέλου είναι ότι κάθε επιπρόσθε-
τος χρόνος Ϲωής αυξάνει το λογάριθµο της συνάρτησης κινδύνου κατά 0.0324.
Μια πιο σωστή προσέγγιση της ερµηνείας µπορεί να γίνει αφού πρώτα ϐρεθεί η
εκθετική συνάρτηση του συντελεστή. ΄Επειτα για κάθε αύξηση κατά µία µονάδα
της επεξηγηµατική µεταβλητής, η συνάρτηση κινδύνου πολλαπλασιάζεται µε τον
εκθετικό συντελεστή. Η τιµή της

100(exp(coefficient)− 1)

δίνει την ποσοστιαία αλλαγή στη συνάρτηση κινδύνου για κάθε µοναδιαία αύ-
ξηση στην επεξηγηµατική µεταβλητή. Συνεπώς, αύξηση ενό χρόνου στην ηλικία
διάγνωσης οδηγεί σε αύξηση 3% της συνάρτησης κινδύνου.

Το επόµενο στάδιο της ανάλυσης η ανάλυση των υπολοίπων από το µοντέλο
µε τη ϐοήθεια διαγνωστικών γραφηµάτων για την εξεύρεση αποµακρυσµένων τι-
µών, παρατηρήσεων επιρροής κ.α. Θα χρησιµοποιηθούν τρία διαφορετικά είδη
υπολοίπων:

• martingale: χρήσιµα στο να αποκαλύπτουν τη συναρτησιακή µορφή των
επεξηγηµατικών µεταβλητών,
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• deviance: χρήσιµα στην αναγνώριση των λιγότερο καλών εκτιµώµενων πα-
ϱατηρήσεων,

• Schoenfeld: χρήσιµα στο να υποδεικνύουν αν το µοντέλο αναλόγων συναρ-
τήσεων κινδύνου είναι κατάλληλο ή όχι.

Στην αρχή κατασκευάζεται το γράφηµα των υπολοίπων martingale συναρτήσει της
ηλικίας διάγνωσης χρησιµοποιώντας τις πιο κάτω εντολές,

> cancer.cox1.mart<-residuals(cancer.cox1,type="martingale")

> plot(Age,cancer.cox1.mart,ylab="Martingale residual")

> abline(h=0)

> lines(lowess(Age,cancer.cox1.mart))

Το γράφηµα παρουσιάζεται στο Σχήµα 19.1. Η τελευταία εντολή δίνει τη
γραµµή εξοµάλυνσης lowess, η οποία υποδεικνύει ότι ίσως να πρέπει να ϑεωρηθεί
ο τετραγωνικός παράγοντας της ηλικίας διάγνωσης στο µοντέλο, ή εναλλακτικά,
να ϑεωρηθούν ξεχωριστά οι ηλικίες µικρότερες και µεγαλύτερες του 45.
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Σχήµα 19.1: Ηλικία διάγνωσης συναρτήσει των υπολοίπων martingale µαζί µε τη
γραµµή εξοµάλυνσης lowess.

Στη συνέχεια, κατασκευάζεται µε παρόµοιο τρόπο το γράφηµα των υπολοίπων
deviance συναρτήσει της ηλικίας διάγνωσης και παρουσιάζεται στο Σχήµα 19.2.
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Μόνο το υπόλοιπο το οποίο αντιστοιχεί στην 22η παρατήρηση παρουσιάζεται ως
αποµακρυσµένη τιµή. Αυτό αντιστοιχεί σε άτοµο µε µηδενικό χρόνο επιβίωσης.

> cancer.cox1.dev<-residuals(cancer.cox1,type="deviance")

> plot(Age,cancer.cox1.dev,ylab="Deviance residual")

> abline(h=0)

> lines(lowess(Age,cancer.cox1.dev))

> identify(Age,cancer.cox1.dev,n=1)

[1] 22
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Σχήµα 19.2: Ηλικία διάγνωσης συναρτήσει των υπολοίπων deviance µαζί µε τη
γραµµή εξοµάλυνσης lowess.

Τέλος, δίνεται το γράφηµα των υπολοίπων Schoenfeld συναρτήσει του χρόνου
επιβίωσης µε την προσθήκη της γραµµής εξοµάλυνσης lowess (Σχήµα 19.3).

> cancer.cox1.shoen<-residuals(cancer.cox1,type="schoenfeld")

> plot(Age[status==1],cancer.cox1.shoen,xlab="Survival time",

+ ylab="Schoenfeld residual")

> abline(h=0)

> lines(lowess(Age[status==1],cancer.cox1.shoen))
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Το πιο σηµαντικό συµπέρασµα είναι ότι όσο µικραίνει ο χρόνος επιβίωσης οι
τιµές των υπολοίπων τείνουν να είναι αρνητικές. Αυτό αντιστοιχεί στους νεαρότε-
ϱους ασθενείς και συνεπώς, υπάρχει και εδώ ένδειξη ότι ίσως να είναι καλύτερα
να γίνει διαχωρισµός των ασθενών κατά ηλικία.
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Σχήµα 19.3: Χρόνος επιβίωσης συναρτήσει των υπολοίπων Schoenfeld µαζί µε τη
γραµµή εξοµάλυνσης lowess.

Λαµβάνοντας υπόψη την ένδειξη από την ανάλυση υπολοίπων, ϑα γίνει προ-
σπάθεια ανάλυσης των δεδοµένων εξετάζοντας τους ασθενείς ϐάσει της ηλικίας
τους, διαχωρίζοντάς τους σε δύο κατηγορίες, µικρότερους και µεγαλύτερους από
45 ετών. Με τη ϐοήθεια των ακόλουθων εντολών κατασκευάζεται το γράφηµα των
καµπυλών διαβίωσης των δύο ηλικιακών κατηγοριών στο ίδιο γράφηµα (Σχήµα
19.4).

> agroup<-cancer.dat[,"Age"]-45

> agroup[agroup>=0]<-1

> agroup[agroup<0]<-0

> plot(survfit(Surv(time,status)~agroup),xlab="Survival Time in months",

+ ylab="Proportion surviving",lty=1:2)

> legend("topright",c("Under 45","45 and over"),lty=1:2)
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Σχήµα 19.4: Καµπύλη επιβίωσης για τα άτοµα µε ηλικία διάγνωσης κάτω και
πάνω από 45 χρονών.

΄Οπως διαφαίνεται από το γράφηµα, υπάρχει σηµαντική διαφορά στις καµπύ-
λες διαβίωσης των δύο κατηγοριών.Αυτό εξετάζεται και µε τη ϐοήθεια του ελέγ-
χου log-rank, ό οποίος είναι έλεγχος X2 και εφαρµόζεται στην R µε την εντολή
survdiff.

> survdiff(Surv(time,status)~agroup)

Call:

survdiff(formula = Surv(time, status) ~ agroup)

N Observed Expected (O-E)^2/E (O-E)^2/V

agroup=0 18 14 23.8 4.05 11.0

agroup=1 33 31 21.2 4.55 11.0

Chisq= 11 on 1 degrees of freedom, p= 0.000926

Ο έλεγχος δίνει τιµή για την ελεγχοσυνάρτηση ίση µε 11 µε 1 ϐαθµό ελευθερί-
ας. Το p-value του ελέγχου είναι πολύ κοντά στο 0 µε αποτέλεσµα να απορρίπτεται
η υπόθεση ότι οι δύο ηλικιακές κατηγορίες έχουν την ίδια συνάρτηση διαβίωσης.
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Παράρτηµα

Τα δεδοµένα που χρησιµοποιούνται σε αυτό το κεφάλαιο για εφαρµογή της ανά-
λυσης διαβίωσης.

> cancer.dat

Age Smear Infil Index Blasts Temp Resp Time Status

1 20 78 39 7 0.6 990 1 18 0

2 25 64 61 16 35.0 1030 1 31 1

3 26 61 55 12 7.5 982 1 31 0

4 26 64 64 16 21.0 1000 1 31 0

5 27 95 95 6 7.5 980 1 36 0

6 27 80 64 8 0.6 1010 0 1 0

7 28 88 88 10 4.8 986 1 9 0

8 28 70 70 14 10.0 1010 1 39 1

9 31 72 72 5 2.3 988 1 20 1

10 33 58 58 7 5.7 986 0 4 0

11 33 92 92 5 2.6 980 1 45 1

12 33 42 38 12 2.5 984 1 36 0

13 34 26 26 7 7.0 982 0 12 0

14 36 55 55 14 4.5 986 1 8 0

15 37 71 71 15 4.4 1020 0 1 0

16 40 91 91 9 35.0 986 1 15 0

17 40 52 49 12 2.1 988 1 24 0

18 43 74 63 4 0.1 986 0 2 0

19 45 78 47 14 4.2 980 1 33 0

20 45 60 36 10 0.6 992 1 29 1

21 45 82 32 10 28.1 1016 0 7 0

22 45 79 79 4 1.1 1030 0 0 0

23 47 56 28 2 0.9 990 0 1 0

24 48 60 54 10 2.2 1002 0 2 0

25 50 83 66 19 11.6 996 1 12 0

26 50 36 32 14 4.5 992 1 9 0

27 51 88 70 8 0.5 982 0 1 0

28 52 87 87 7 10.3 986 0 1 0

29 53 75 68 13 2.3 980 1 9 0

30 53 65 65 6 2.3 982 0 5 0
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31 56 97 92 10 16.0 992 1 27 1

32 57 87 83 19 21.6 1020 0 1 0

33 59 45 45 8 1.1 999 0 13 0

34 59 36 34 5 0.0 1038 0 1 0

35 60 39 33 7 0.9 988 0 5 0

36 60 76 53 12 0.4 982 0 1 0

37 61 46 37 4 1.4 1006 0 3 0

38 61 39 8 8 0.3 990 0 4 0

39 61 90 90 1 9.9 990 0 1 0

40 62 84 84 19 115.0 1020 1 18 0

41 63 42 27 5 0.3 1014 0 1 0

42 65 75 75 10 20.0 1004 0 2 0

43 71 44 22 6 0.3 990 0 1 0

44 71 63 63 11 10.0 986 1 8 0

45 73 33 33 4 0.5 1010 0 3 0

46 73 93 84 6 38.0 1020 0 4 0

47 74 58 58 10 2.4 1002 1 14 0

48 74 32 30 16 6.7 988 0 3 0

49 75 60 60 17 8.2 990 1 13 0

50 77 69 69 9 1.5 986 1 13 0

51 80 73 73 7 1.5 986 0 1 0
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