
DIANUSMATIKOS LOGISMOS �MAS���� � �� Oktwbr�ou �		
 �����
��������������������������������������������
�Onoma� APT�
��������������������������������������������

Pr�blhma ��
�a� Diatup�ste ton orism� tou strobilismo� dianusmatiko� ped�ou	 �m�
�b� Diatup�ste ton orism� thc ap�klishc dianusmatiko� ped�ou	 �m�
�g� Diatup�ste to je�rhma Fubini	 	m�
�d� 
Estw h kamp�lh

��t� � ��t� t�� log t� �

orism�nh gia t � �	
�i� Bre�te to m
koc t�xou thc � an�mesa sta shme�a ��� �� �� kai ��� �� log��	 �m�
�ii� Bre�te to monadia�o efapt�meno di
nusma thc � sto shme�o ��� �� ��	 �m�

��������������������������������������������

�a� 
Estw F
F�i� F�j�F�k �na C� dianusmatik� ped�o ston R�	 O strobilism�c �vorticity� tou
F or�zetai wc ex�c�

curl F � r� F �

�
�F�

�y
�

�F�

�z

�
i �

�
�F�

�z
�

�F�

�x

�
j �

�
�F�

�x
�

�F�

�y

�
k

�

r� F �

�������
i j k
�
�x

�
�y

�
�z

F� F� F�

�������
�b� 
Estw F
F�i� F�j� F�k �na C� dianusmatik� ped�o ston R�	 H ap�klish �divergence� tou F
or�zetai wc ex�c�

div F � r �F �
�F�

�x
�

�F�

�y
�

�F�

�z
�

�g� Je�rhma Fubini

Estw f suneq�c sun�rthsh me ped�o orismo� to R
	a� b
� 	c� d
	 T�te isq�ei

Z b

a

Z d

c

f�x� y� dydx �

Z d

c

Z b

a

f�x� y� dxdy �

Z
R

f�x� y� dA �

�d� Br�skoume pr�ta to ���t� kai th n�rma tou�

�
��t� � ��� �t�

�

t
�

kai

jj���t�jj �

r
� � �t� �

�

t�
�

r
�t� � �t� � �

t�
�

�t� � �

t
� �t �

�

t
�

�i� Ta shme�a ��� �� �� kai ��� �� log�� antistoiqo�n stic tim�c t
� kai t
��

���� �

Z �

�

jj���t�jj dt �

Z �

�

�
�t �

�

t

�
dt �

�
t� � log t

��
�
� � � log � �

�ii� Gia t
�
�
��t� � ��� �� �� kai jj���t�jj � � �


Etsi gia to monadia�o efapt�meno di�nusma sto ��� �� �� �qoume

T�t� �
�
��t�

jj���t�jj
�

�
�

�
�
�

�
�
�

�

�
�



Pr�blhma ��
An r
xi� yj� zk e�nai to di
nusma j�shc r
jjrjj kai a
a�i� a�j� a�k� de�xte ta ex�c�
�a� r � r
� 	m�
�b� r� r
� 	m�
�g� r�a � r�
a 	m�
�d� r � �a � r�
� 	m�
�e� r � �rnr�
�n � ��rn� me n �N 	m�
��������������������������������������������

�a�

r � r �
�x

�x
�

�y

�y
�

�z

�z
� � � � � � � �

�b�

r� r �

�������
i j k
�
�x

�
�y

�
�z

x y z

�������
�

�
�z

�y
�

�y

�z

�
i �

�
�x

�z
�

�z

�x

�
j �

�
�y

�x
�

�x

�y

�
k � �

�g� a � r
a�x� a�y � a�z kai �tsi

r�a �r� �
�

�x
�a�x�a�y�a�z�i�

�

�y
�a�x�a�y�a�z�j�

�

�z
�a�x�a�y�a�z�k � a�i� a�j� a�k � a

�d�

a � r �

������
i j k

a� a� a�
x y z

������ � �a�z � a�y� i � �a�x � a�z� j � �a�y � a�x� k

kai �tsi

r � �a � r� �
�

�x
�a�z � a�y� �

�

�y
�a�x � a�z� �

�

�z
�a�y � a�x� � � �

�e� Ap� ton orism� thc n�rmac

r �
p
x� � y� � z�

kai �tsi
rn � �x� � y� � z��n�� �

Br�skoume pr�ta tic pr�tec merik�c parag�gouc tou rn�

�rn

�x
�

n

�
�x� � y� � z��n���� �x � n x rn��

�rn

�y
� n y rn��

�rn

�z
� n z rn��

Epeid�
rnr � rnxi � rnyj � rnzk

�qoume

r � �rnr� �
��rnx�

�x
�

��rny�

�y
�

��rnz�

�z

�
�rn

�x
x � rn �

�rn

�y
y � rn �

�rn

�z
z � rn

� �rn � n rn�� �x� � y� � z�� � �� � n� rn



Pr�blhma 	�
�a� De�xte �ti

�e� �

Z
�����������

ex
��y� dA � �e��

��m�
�b� An h F e�nai suneq�c sto 	���� de�xte �tiZ x

	

�Z t

	

F �u�du

�
dt �

Z x

	

�x � u� F �u�du

��m�
��������������������������������������������

�a� E�nai faner� �ti sto 	�� �
� 	�� �
 h

f�x� y� � ex
��y�

pa�rnei thn el�qist� thc tim� sto ��� �� kai thn m�gist� thc sto ��� ��	 
Ara

e� � ex
��y� � e�� ��

Z
�����������

e� dA �

Z
�����������

ex
��y� dA �

Z
�����������

e�� dA ��

�e� �

Z
�����������

ex
��y� dA � �e��

afo�

A�	�� �
� 	�� �
� �

Z
�����������

dA � � �

�b�

t

u

x

u
t

u
�

To dosm�no olokl�rwma�

I �

Z x

	

�Z t

	

F �u�du

�
dt �

e�nai olokl�rwma p�nw se qwr�o t�pou � �pwc
fa�netai sto sq�ma	

t

u

x

x

t
u

t
x

All�zontac th seir� olokl�rwshc jewro�me
to qwr�o wc qwr�o t�pou � kai �qoume

I �

Z x

	

�Z x

u

F �u�dt

�
du �

Z x

	

	F �u�t

x
u du ��

Z x

	

�Z t

	

F �u�du

�
dt �

Z x

	

�x� u� F �u�du



Pr�blhma ��
Na upologiste� to olokl�rwma

I �

Z
D

x�y dxdy

�pou

D �

�
�x� y� � R� j x� � y� � a� �

x�

a�
�

y�

b�
� � � y � � � a � b � �

	

��m�
��������������������������������������������

x�a a

b

y
y�
p
a� x�

y� b
a

p
a� � x�

To qwr�o D e�nai to qwr�o pou peri�qetai me�
tax� thc �lleiyhc

���x� �
b

a

p
a� � x�

kai tou k�klou

���x� �
p
a� � x�

me �a � x � a	 
Eqoume loip�n �na qwr�o
t�pou �	

I �

Z
D

x�y dxdy �

Z a

�a

Z 
��x�


��x�

x�y dy dx

�

Z a

�a

�
x�y�

�

�pa��x�
b

a

p
a��x�

dx �

Z a

�a

�
x� �a� � x��

�
�

b�x� �a� � x��

�a�

�
dx

�
�

�a�
�a� � b��

Z a

�a
x��a� � x�� dx �

�

�a�
�a� � b��

�
a�

x�

�
�

x�




�a
�a

�
�

�

a��a� � b��


