PANEPISTHMIO KUPROU

TMHMA MAJHMATIKWN KAI STATISTIKHS

PROQEIRES SHMEIWSEIS EPI TWN

MERIKWN DIAFORIKWN EXISWSEWN

GIWRGOS-SWKRATHS D.S. SMURLHS

FJINOPWRO 2000

© 2000 GiŮrgoc-SwkrŘthc D.S. SmurlŔc

VOla tŘ dikaiŤmata diathroğntai. TŞ parŞn ąrgon dŚn ĽpitrŚpetai nŘ Ĺnatupwje§ merikŮc ć Ľx ČloklŠrou ăneu graptŔc ĹdeŢac toğ suggrafŚwc.

PerieqŞmena

1 <IstorikŘ stoiqeia 1

2 ProkatarktikŚc gnŤseic 7 2.1 EŐkleŢdeioi qŮroi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 2.2 Polude§ktec kaŢ pollaplŚc parŘgwgoi . . . . . . . . . 9 2.3 <OmoiŞmorfh sŰgklish . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 2.4 QŮroi sunartŠsewn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 2.5 Stoiqe§a logismoğ pollŮn metablhtŮn . . . . . . . . . 15 2.5.1 PolikŚc suntetagmŚnec . . . . . . . . . . . . . 15 2.5.2 <OmalŚc ĽpifŘneiec . . . . . . . . . . . . . . . . 16 2.5.3 >AntŢstrofh kaŢ ąmmesa ČrismŚnh sunŘrthsh . 17 2.6 Stoiqe§a jewrŢac sunŠjwn diaforikŮn ĽxisŤsewn . . . 18 2.7 <OloklŠrwsh katŘ mŚrh kaŢ suzugŠc telestŠc . . . . . 21 2.8 Stoiqe§a SunarthsiakŔc >AnalŰsewc . . . . . . . . . . 24

3 EŊsagwgŠ stŢc merikŚc diaforikŚc ĽxisŤseic 29 3.1 >OnomatologŢa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 3.2 DiŘshma paradeŢgmata merikŮn diaforikŮn ĽxisŤsewn 32 3.3 PŮc ĽpilŰontai ĂplŚc merikŚc diaforikŚc ĽxisŤseic . . 36 3.4 >ArqikŚc kaŢ sunoriakŚc sunjŔkec . . . . . . . . . . . 38 3.5 TaxinŞmhsh tŮn ĽxisŤsewn deutŚrac tŘxewc . . . . . 40

4 JewrŢa katanomŮn 43 4.1 KatanomŚc kaŢ Ĺsjene§c lŰseic . . . . . . . . . . . . . 43

5 OĚoneŢ grammikŚc ĽxisŤseic prŤthc tŘxewc 55 5.1 GrammikŚc ĽxisŤseic mŚ stajeroŰc suntelestŚc . . . . 55 i

5.2 GewmetrikŠ jeŤrhsh tŮn oĚoneŢ grammikŮn ĽxisŤsewn 59 5.3 KataskeuŠ lŰsewn oĚoneŢ grammikŮn ĽxisŤsewn . . . 62

6 >ElleiptikŠ jewrŢa 67 6.1 JemeliŤdhc lŰsh tŔc LaplasianŔc . . . . . . . . . . . 68 6.2 <ArmonikŚc sunartŠseic . . . . . . . . . . . . . . . . . 73 6.3 SuneliktikŠ lŰsh toğ mŠ Čmoiogenoğc problŠmatoc . . 75 6.4 >ArqŠ toğ megŢstou . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

7 <UperbolikŚc ĽxisŤseic 83 7.1 MonodiŘstath ĽxŢswsh kŰmatoc . . . . . . . . . . . . . 83 7.1.1 TŞ ČmoiogenŚc prŞblhma ĹrqikŮn timŮn . . . . 85 7.1.2 PedŢo ĽxartŠsewc kaŢ kŮnoc ĽpirroŔc . . . . . 86 7.1.3 TŞ kalŮc topojethmŚno toğ problŠmatoc Ĺrqi- kŮn timŮn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86 7.2 TŞ mŠ ČmoiogenŚc prŞblhma . . . . . . . . . . . . . . . 89 7.3 <UperbolikŘ sustŠmata . . . . . . . . . . . . . . . . . 91 7.4 <H ĽxŢswsh kŰmatoc stŢc n diastŘseic . . . . . . . . . 98 7.4.1 MŚjodoc tŮn sfairikŮn mŚswn Żrwn . . . . . . 99

8 Parabolikec ĽxisŤseic 103 8.1 <H ĽxŢswsh jermŞthtoc . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

KefŘlaio 1

<IstorikŘ stoiqe§a

<O Żroc DiaforikŚc >ExisŤseic ĹpodŢdetai stŞn Leibniz^1 kaŢ ĽmfanŢzetai giŘ prŤth forŘ tŞ 1676 Ďc: ÆQUATIO DIFFERENTIALIS^2. <H ĹrqikŠ aŐtŠ ŃnomasŢa Ępodhlo§ Żti prŞkeitai perŢ sqŚsewc metaxŰ tŮn diaforikŮn dx kaŢ dy, dhladŠ ĹpeiroelaqŢstwn metabolŮn tŮn metablhtŮn x kaŢ y ĹntistoŢqwc. <H eŊsagwgŠ toğ ĹnwtŚrw Żrou kaŢ Ć ąnarxh tŔc melŚthc tŮn DiaforikŮn >ExisŤsewn (DE), pragmatopoie§tai sqedŞn tautoqrŞnwc mŚ tŠn eŊsagwgŠ kaŢ melŚth tŔc paragŤgou kaŢ genikŞtera tŔc ĹnaptŰxewc toğ >Apeirostikoğ Logismoğ - deŰtero Žmisu toğ 17ou aŊŮnoc. StŞn Leibniz ĹpodŢdetai kaŢ Č sŰgqronoc sumbolismŞc tŮn diaforikŮn ĹllŘ kaŢ Č ČrismŞc tŔc paragŤgou, Ďc rujmoğ metabolŔc sunartŠsewc.

SusthmatikŠ melŚth tŮn diaforikŮn ĽxisŤsewn pragmatopoie§tai ĹpŞ tŞn Newton^3 Č Čpo§oc Êtan sŰgqronoc toğ Leibniz. StŞ diashmŞterŞ tou biblŢo, Principia^4, ĘpŘrqei ĽktenŠc ĹnaforŘ kaŢ melŚth tŮn diaforikŮn ĽxisŤsewn kaŢ tŔc proeleŰsewc aŐtŮn. StŞ ąrgo Methodus Fluxionum et serierum infinitarum (circa 1671), Č Newton qwrŢzei tŢc diaforikŚc ĽxisŤseic, tŢc Čpo§ec ŃnomŘzei ro˘kŚc ĽxisŤseic, sŚ tre§c

1Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). 2^Htoi: >ExŢswsh diaforikŮn. 3 Sir Isaac Newton (1642-1727).

4Philosophiæ Naturalis Principia Mathematica (1685) ć MajhmatikŚc >ArqŚc tŔc FusikŔc FilosofŢac.

kathgorŢec:

1. SflaŐtŚc Żpou Ć roŠ eÍnai sunŘrthsh mŞno toğ x ć toğ y, dhladŠ^5: dy dx = f(x) ć dy dx = f(y) , 2. SflaŐtŚc Żpou Ć roŠ eÍnai sunŘrthsh kaŢ tŮn dŰo kaŢ

3. StŢc diaforikŚc ĽxisŤseic mŚ merikŚc paragŤgouc ć MerikŚc DiaforikŚc >ExisŤseic^6.

<O Newton jeŤrhse tŠn ĹnakŘluyh tŮn diaforikŮn ĽxisŤsewn tŞso shmantikŠ Ĳste tŠn kwdikopoŢhse sflŹna ĹnŘgramma tŞ Čpo§o sŚ ĽleŰjerh ĹpŞdosh mĞc lŚgei Żti:

OĚ nŞmoi tŔc fŰsewc ĽkfrŘzontai mŚ diaforikŚc ĽxisŤseic.

MiŘ ĹpŞ tŢc shmantikŞterec suneisforŚc toğ Newton Êtan Ć ĹnŘptuxh tŮn sunartŠsewn sŚ dunamoseirŚc, ĹpflŻpou proŚrqetai kaŢ Ć ĹpŞdeixh toğ JewrŠmatoc Cauchy-KobalŚfskagia, tŞ Čpo§o ĽxasfalŢzei topikŠ đparxh lŰsewn merikŮn diaforikŮn ĽxisŤsewn ĽkpefrasmŚnwn sŚ dunamoseirŚc pollŮn metablhtŮn. <H ĽpŢlush diaforikŚc ĽxisŤseic diŘ tŔc mejŞdou tŮn dunamoseirŮn, Ĺpotele§ pragmatopoŢhsh toğ deutŚrou ĹnagrŘmmatoc toğ Newton tŞ Čpo§o oŐsiastikŘ lŚgei Żti:

5<O Newton qrhsimopoioğse giŘ tŘ diaforikŘ tŞ sumbolismŞ ẏ ẋ = f(x) ć ẏ ẋ = f(y) . <O sŰgqronoc sumbolismŞc tŮn diaforikŮn, ĽpekrŘthse stŠ BrettanŢa Źna aŊŮna ĹrgŞtera ĹpŞ tŠn ĘpŞloiph EŐrŤph, mŚ ĹrketŘ dusŘrestec sunŚpeiec giŘ tŠn ĹnŘptuxh toğ Diaforikoğ Logismoğ stŠ qŤra aŐtŠ.

6 <H ČrologŢa aŐtŠ, poŰ Ĺpotele§ aŐtolexeŢ ĹpŞdosh tŔc ĹntistoŢqou germanikŔc Partiellen Differentialgleichungen, kajŤc kaŢ tŔc metŚpeita ĹgglikŔc Partial differential equations, ĽpekrŘthse tŔc ĽnallaktikŔc ŃnomasŢac: DiaforikŚc ĽxisŤseic mŚ merikŚc paragŤgouc, ČrologŢa poŰ prokale§ ŃligŞterec sugqŰseic kaŢ qrhsimopoie§tai tŞso stŠ gallikŠ: Équations differentielles aux dérivées partielles, Żso kaŢ stŠ rwsikŠ bibliografŢa.

GiŘ nŘ lŰsei kŘpoioc mŢa diaforikŠ ĽxŢswsh prŚpei nŘ ĹntikatastŠsei tŢc sunartŠseic mŚ dunamoseirŚc kaŢ nŘ ĽxisŤsei toŰc suntelestŚc tŮn ĹntistoŢqwn dunŘmewn.^7

Skapane§c stŠ melŚth tŮn diaforikŮn ĽxisŤsewn, ĽktŞc ĹpŞ toŰc Newton kaŢ Leibniz, jewroğntai kaŢ oĚ ĹdelfoŢ Bernoulli, Jakob (1654- 1705) kaŢ Johann (1667-1748) mŚ shmantikŠ suneisforŘ stŞ LogismŞ tŮn MetabolŮn (Calculus of Variations.) <O dŚ Daniel Bernoulli (1700-1782), uĚŞc toğ Johann, eÍnai gnwstŞc giŘ tŢc ĹnakalŰyeic tou stŠn <UdrodunamikŠ. TŞ čnomŘ tou fŚrei Č NŞmoc tŔc roŔc Ŋsentropikoğ dunamikoğ:

v_t + 1 2 |∇v|^2 + ( 1 + α α ) p ρ = g . StŞn Daniel Bernoulli ĹpodŢdetai Ć MŚjodoc qwrismoğ tŮn metablhtŮn^8 (separation of variables) kajŤc kaŢ Ć >ArqŠ tŔc ĘperjŚsewc^9 (Principle of superposition). TŠn ědia ĽpoqŠ ĽmfanŢzontai kaŢ oĚ Euler^{10} kaŢ Lagrange^{11}, oĚ Čpo§oi eŊsŠgagan tŠ mŚjodo tŔc kumŘnsewc tŮn paramŚtrwn basismŚnh sŚ ŊdŚec toğ Euler stŘ 1740 ĹllŘ mŚ telikŠ morfŠ ĹpodidŞmenh stŞn Lagrange sŚ ĽrgasŢa toğ 1774. TŠn ědia perŢpou ĽpoqŠ Č Laplace^{12} meletoğse fusikŘ fainŞmena kaŢ pŮc ĹpŞ aŐtŘ prokŰptoun diaforikŚc ĽxisŤseic, kajŤc ĽpŢshc kaŢ stŞ pŮc tŘ ćdh ĘpŘrqonta ĹpotelŚsmata mporoğn nŘ Ľfarmosjoğn sŚ fusikŘ fainŞmena. ShmantikŠ dŚ kaŢ Ć suneisforŘ tou stŠn OŐrŘnia MhqanikŠ

7TŞ ĹnŘgramma ĽmfanŢzetai sŚ grŘmma poŰ ĽstŘlh stŞ Leibniz stŢc 26 >OktwbrŢou 1676, kwdikopoihmŚno stŠ morfŠ: 6a, 2c, d, ae, 13e, 2f, 7i, 3l, 9n, 4o, 4q, 2r, 4s, 8t, 12u, x. >ApokruptografŠjhke ĹrgŞtera stŘ latinikŘ Ďc: Data æquatione quotcumque fluentes quantitates involvente, fluxiones invenire et vice versa.

8Réflexions et éclaircissements sur les nouvelles vibrations des cordes, Mémoires de l’Academie Royale des Sciences et des belles lettres, Berlin, num. 1753 (1755).

9Commentario physico-mechanica generalior principii de coexistentia vibrationum simplicium haum perturbaturum in systemate compositio, Novi Commentarii Academiæ Scientiarum Imperialis Metropolitanæ, vol. 19, (1775), pp. 239.

10Leonhard Euler (1707-1783).

11Compte Joseph-Louis Lagrange (1736-1813). 12Marquis Pierre-Simon de Laplace (1749-1827).

Ć ČpoŢa ĽpisfragŢzetai ĹpŞ tŞ pentŘtomo ąrgo Traité de Mécanique Méleste (1799-1825). TŞ čnomŘ tou fŚrei kaŢ Ć ĽxŢswsh dunamikoğ

Δu =

∂^2u ∂x^2 + ∂^2u ∂y^2 + ∂^2u ∂z^2 = 0 ,

kajŤc kaŢ Č ĹntŢstoiqoc diaforikŞc telestŠc Δ = ∑n i=1 ∂^2/∂x^2_i . <H ědia ĽxŢswsh eŊsŠqjh kaŢ ĹpŞ tŞn Lagrange, giŘ tŞ dunamikŞ taqŰtŠtoc roŔc. TŚloc Ć ĽxŢswsh kŰmatoc

∂^2v ∂t^2 − c^2Δv = f ,

Żpou c Ć taqŰthta toğ perigrafŞmenou kŰmatoc, ĽmfanŢzetai giŘ prŤth forŘ stŞ ąrgo toğ Poisson^{13}, Mémoire sur la théorie du son^{14}, tŞ 1808, Ďc ĽxŢswsh perigrŘfousa ŁqhtikŘ kŰmata.

>ApŞ tŞ deŰtero Žmisu toğ 19ou aŊŮnoc gŢnetai susthmatikŠ melŚth kaŢ tŔc poiotikŔc jewrŢac tŮn merikŮn diaforikŮn ĽxisŤsewn. MŚqri tŞte tŘ kŰria ĽrwtŠmata Êtan Ć proŚleush (derivation) kaŢ Ć ĽpŢlush. <OrŞshmo Ĺpotele§ tŞ jeŤrhma Cauchy-KobalŚfskagia tŞ Čpo§o mĞc paraqwre§ topikŠ đparxh lŰsewn sŚ katŘllhla diatupwmŚna problŠmata ĹrqikŮn timŮn (genikŞtera, problŠmata Cauchy), Żtan tŞso Ć ĽxŢswsh Żso kaŢ tŘ dedomŚna Ĺpoteloğn ĹnalutikŚc sunartŠseic Żlwn touc tŮn metablhtŮn. <O Cauchy^{15} ądwse tŠn ĹpŞdeixh stŠn perŢptwsh grammikŮn susthmŘtwn^{16}, ĽnŮ Ć KobalŚfskagia^{17} ądwse ĹpŞdeixh stŠn perŢptwsh kaŢ mŠ grammikŮn susthmŘtwn^{18}.

13Simeon Denis Poisson, (1781-1840).

14DhmosieŰthke stŞ J. de l’École Polytechnique, Tome VII, Cahier XIV, pp. 319- 392.

15Augustin Louis Cauchy (1789-1857).

16Mémoire sur les intégrales des systèmes d’équations différentielles aux derivées partielles, et sur le developpements de ces intégrales en séries ordonnées suivant les puissances ascendentes d’un paramètre que renferment les équations proposées, C.R. Acad. Sci. Paris, Vol. 40, (1842), pp. 141-146.

17SofŢa KobalŚfskagia (1850-1891).

18Zur Theorie der Partiellen Differentialgleichungen, J. Reine Angew. Math. Vol. 80 (1875), pp. 1-32.

KatŘ tŠ diŘrkeia toğ eŊkostoğ aŊŮnoc, dŢdetai ČloŚna kaŢ megalŰterh ąmfash stŢc ĹrijmhtikŚc mejŞdouc proseggŢsewc tŮn diaforikŮn ĽxisŤsewn - sunŠjwn kaŢ merikŮn. AŐtŚc perilambŘnoun MejŞdouc PeperasmŚnwn DiaforŮn, MejŞdouc PeperasmŚnwn StoiqeŢwn kaŢ FasmatikŚc MejŞdouc, oĚ Čpo§ec basŢzontai sŚ diadikasŢec proseggŢsewc gnwstŚc ĹpŞ polŰ palaiŞtera. MŚsw tŮn proseggistikŮn mejŞdwn, pŚran tŮn ĹrijmhtikŮn ĹpotelesmŘtwn, lambŘnontai polŰtimec plhroforŢec poŰ Ępobohjoğn stŠn ĹnŘptuxh tŔc poiotikŔc jewrŢac. ^An giŘ parŘdeigma Êtan dunatŞn nŘ Ĺpodeiqje§ mŚ aŐsthrŞ trŞpo Żti oĚ proseggistikŚc lŰseic sugklŢnoun, tŞte jŘ eěqame aŐtŞmata kaŢ ĹpŞdeixh ĘpŘrxewc lŰsewn tŔc ĹrijmhtikŘ proseggizŞmenhc ĽxisŤsewc. TŚtoio parŘdeigma ąqoume stŠn perŢptwsh toğ bajmwtoğ Diathrhtikoğ NŞmou:

u_t + f(u)_x = 0 ,

Żpou u = u(x, t) tŞ diathroŰmeno mŚgejoc kaŢ f Ć sunŘrthsh roŔc, diatupwmŚnou Ďc problŠmatoc ĹrqikŮn timŮn, mŚ tŠn prosjŠkh tŔc ĹrqikŔc sunjŠkhc u(x, 0) = f(x) . SugkekrimŚna, Ć proseggistikŠ mŚjodoc Lax^{19}:

u^{n+1}_k = u^n_{k−1} + u^n_{k+1} 2 + Δt 2Δx ( f^n_{k−1} + f^n_{k+1} ) , Żpou u^n_k = u(kΔx, nΔt) kaŢ f^n_k = f(u^n_k ), ĹpedeŢqjh^{20} Żti sugklŢnei sŚ lŰsh toğ problŠmatoc ĹrqikŮn timŮn. <Wc Ľk toŰtou proŚkuye ĹpotŚlesma ĘpŘrxewc lŰsewn toğ proseggizomŚnou problŠmatoc ĹrqikŮn timŮn. PŚran Żmwc tŮn ĹpotelesmŘtwn ĘpŘrxewc lŰsewn, lambŘnoume kaŢ plhroforŢec sqetikŚc mŚ tŠ morfŠ kaŢ sumperiforŘ tŮn lŰsewn.

19Weak solutions of nonlinear hyperbolic equations and their numerical computation, Comm. Pure Appl. Math., 7 (1954), pp. 159-193.

20<O P.D. Lax ądwse ĹpŞdeixh giŘ eŊdikŠ perŢptwsh sunartŠsewc roŔc f stŞ: Hyperbolic systems of conservation laws II, Comm. Pure Appl. Math., 10 (1957), pp. 537-566. <H perŢptwsh giŘ aŐjaŢreth, kurtŠ sunŘrthsh roŔc, dŢdetai ĹpŞ tŠn N.D. BbentŚnskagia stŞ: Solutions of the Cauchy problem for a nonlinear equation with discontinuous initial conditions by the method of finite differences, Dokl. Akad. Nauk SSSR (N.S.), 111 (1956), pp. 517-520.

TŠn teleutaŢa eŊkosaetŢa ŊdiaŢtero ĽndiafŚron parousiŘzoun ĹrijmhtikŘ ĹpotelŚsmata poŰ tekmhriŤnoun kaŢ taxinomoğn tŠ qaotikŠ sumperiforŘ tŮn lŰsewn problhmŘtwn ĹrqikŮn timŮn mŠ grammikŮn ĽxisŤsewn. QarakthristikŞ parŘdeigma tŘ ĹpeirodiŘstata dunamikŘ sustŠmata poŰ prokŰptoun ĹpŞ mŠ grammikŚc ĽxisŤseic mŚ diŘqush, Żpou mŚsw tŔc ĹrijmhtikŔc melŚthc proŚkuyan sobarŚc eŊkasŢec sqetikŘ mŚ tŠn đparxh kajolikŮn ĄlkustŮn (global attractors), ĹllŘ kaŢ tŠ fŰsh kaŢ diŘstasŠ touc. >AntŢstoiqa aŐsthrŘ jewrhtikŘ ĹpotelŚsmata, Żpwc eÍnai ĹnamenŞmeno, ĽmfanŢzontai mŚ shmantikŠ qronikŠ kajustŚrhsh.

KefŘlaio 2 ProkatarktikŚc gnŤseic

2.1 EŐkleŢdeioi qŤroi

<Wc x = (x_1, . . . , x_n) jŘ sumbolŢzoume tŘ dianŰsmata stŞn IR^n, ĽnŮ x · y = ∑n k=1 x_k y_k , tŞ sŰnhjec ĽswterikŞ ginŞmeno kaŢ |x| = (x · x)^{1/2} tŠn katŘ sunepakŞloujo trŞpo, ČrizŞmenh eŐkleŢdeia nŞrma stŞn IR^n . ^Estw tŤra A ∈ IR^{n×n} tetragwnikŞc pŢnakac. <H ĽpagŞmenh nŞrma ČrŢzetai Ďc ||A|| = sup_{|x|=1} |Ax| kaŢ prŘgmati Ĺpotele§ nŞrma stŞ grammikŞ qŮro R^{n×n} . >IsqŰei dŚ Żti |Ax| ≤ ||A|| · |x| . ^An tŤra A, B ∈ IR^{n×n} tŞte ŊsqŰei Żti ||AB|| ≤ ||A|| · ||B|| kaŢ ||A^k|| ≤ ||A||^k , giŘ kŘje k ∈ IN . ^Estw tŤra ξ ∈ IR^n kaŢ r > 0 . JŘ sunantoğme suqnŘ tŘ ĄxŔc sŰnola:

1. >AnoiktŠ sfaŢra kŚntrou ξ kaŢ ĹktŢnoc r B(ξ, r) = {x∈ IR^n : |x − ξ| < r } .

2. KleistŠ sfaŢra kŚntrou ξ kaŢ ĹktŢnoc r B̄(ξ, r) = {x∈ IR^n : |x − ξ| ≤ r } . 3. >EpifŘneia sfaŢrac kŚntrou ξ kaŢ ĹktŢnoc r S(ξ, r) = {x∈ IR^n : |x − ξ| = r } . <UpenjumŢzoume toŰc piŞ kŘtw ČrismoŰc ĹpŞ tŠn PragmatikŠ >AnŘlush:

<OrismŞc 2.1.1 ^Estw {x^k}_{k∈IN} ĹkoloujŢa shmeŢwn toğ IR^n mŚ x^k = (x^k_1, . . . , x^k_n) kaŢ x = (x_1, . . . , x_n). LŚgetai Żti Ć Ĺnwte’rw ĹkoloujŢa sugklŢnei stŞ x, sumbolikŘ x_n → x, ăn lim k→+∞ |x_k − x| = 0 . ^An tŤra A ĘposŰnolo toğ IR^n, lŚgetai Żti tŞ x Ĺpotele§ ČriakŞ shme§o toğ A ăn ĘpŘrqei ĹkoloujŢa shmeŢwn toğ A poŰ sugklŢnei stŞ x. >EpŢshc:

<OrismŞc 2.1.2 ^Estw A ⊂ IR^n. TŞte:

1. TŞ A ŃnomŘzetai ĹnoiktŞ, ăn Ĺpotele§ Źnwsh ĹnoiktŮn sfairŮn. 2. TŞ A ŃnomŘzetai kleistŞ, ăn Ĺpotele§ sumplŠrwma Ĺnoiktoğ (ćtoi: IR^n \ A ĹnoiktŞ.) >IsodŰnama, ăn periŚqei kŘje ČriakŞ tou shme§o.

3. TŞ A ŃnomŘzetai fragmŚno, ăn A ⊂ B(0, r) , giŘ kŘpoio r > 0 . 4. TŞ A ŃnomŘzetai sumpagŚc, ăn eÍnai kleistŞ kaŢ fragmŚno. >IsodŰmana, ăn kŘje ĹkoloujŢa shmeŢwn tou periŚqei sugklŢnousa, mŚsa sflaŐtŞ, ĘpakoloujŢa.

2.2 Polude§ktec kaŢ pollaplŚc parŘgwgoi 9

5. TŞ A ŃnomŘzetai sunektikŞ, ăn ČpotedŠpote

A ⊂ Ω_1 ∩ Ω_2 ,

Żpou Ω_1 kaŢ Ω_2 ĹnoiktŘ kaŢ xŚna, tŞte kŘpoio ĹpflaŐtŘ eÍnai tŞ kenŞ.

6. KleistŠ jŠkh toğ A, sumbolikŘ Ā, eÍnai Ć tomŠ Żlwn tŮn kleistŮn ĘpersunŞlwn toğ A. DiaforetikŘ tŞ sŰnolo tŮn ČriakŮn shmeŢwn toğ A.

7. SŰnoro toğ A, sumbolikŘ ∂A, eÍnai Ć tomŠ tŮn Ā kaŢ toğ A^c.

8. >EswterikŞ toğ A, sumbolikŘ A^o, eÍnai Ć Źnwsh Żlwn tŮn ĹnoiktŮn ĘposunŞlwn toğ A. >Apotele§ tŞ sumplŠrwma tŔc kleistŔc jŠkhc toğ sumplhrŤmatoc toğ A.

2.2 Polude§ktec kaŢ pollaplŚc parŘgwgoi

SkopimŞthtec oŊkonomŢac sumbŞlwn ĽpibŘlloun tŠn eŊsagwgŠ toğ piŞ kŘtw sumbolismoğ, gnwstoğ Ďc, Sumbolismoğ Laurent Schwartz. Polude§ktec ŃnomŘzontai oĚ n-Řdec α = (α_1, . . . , α_n) ∈ IN^n, Żpou IN tŞ sŰnolo tŮn mŠ ĹrnhtikŮn ĹkeraŢwn. <OrŢzoume Ďc tŘxh toğ α tŞ ăjroisma

|α| = α_1 + . . . + α_n , α! = α_1! · · · α_n! . PollaplŠ parŘgwgoc eÍnai

D^α = D^{α1}_{x1} · · · D^{αn}_{xn} = ∂^{α1+...+αn} ∂^{α1}_{x1} · · · ∂^{αn}_{xn} = ∂^{|α|} ∂^{α1}_{x1} · · · ∂^{αn}_{xn} , Żpou D_{xk} = ∂/∂x_k . ^An tŤra x = (x_1, . . . , x_n) ∈ IR^n diŘnusma, qrhsimopoiŤntac tŞn ĹnwtŚrw sumbolismŞ ĂplousteŰetai kaŢ Ć grafŠ toğ mononŰmou:

x^α = x^{α1}_1 · · · x^{αn}_n .

>IdiaitŚrwc ăn α = (0, . . . , 0), tŞte D^αu = u . <O sumbolismŞc Laurent Schwartz mĞc ĽpitrŚpei nŘ genikeŰsoume tŞn TŰpo toğ Leibniz giŘ pollaplŚc merikŚc paragŤgouc: D^α(fg) = ∑ β+γ=α α! β!γ! D^βf D^γ g . [BlŚpe ăskhsh 1 stŠ selŢda 27.] >EpŢshc kaŢ tŞ >AnŘptugma Taylor, tŞ Čpo§o stŠn perŢptwsh poluwnŰmwn pollŮn metablhtŮn bajmoğ m, P (x) = ∑ |α|≤m cαx α, Żpou x = (x_1, . . . , x_n), parŚqei tŠn ĹkŞloujh grafŠ:

P (x) = ∑ |α|≤m 1 α! D^αP (0)x^α .

>AnŘloga genikeŰetai kaŢ tŞ ĹnŘptugma Taylor giŘ aŐjaŢretec sunartŠseic pollŮn metablhtŮn. [BlŚpe ăskhsh 3 stŠ selŢda 27.]

2.3 <OmoiŞmorfh sŰgklish

<OrismŞc 2.3.1 ^Estw S mŠ kenŞ sŰnolo kaŢ {φ_n}_{n∈IN} ĹkoloujŢa sunartŠsewn, φ_n : S → IR . LŚgetai Żti Ć {φ_n}_{n∈IN} sugklŢnei ČmoiŞmorfa ĽpŢ toğ S stŠn φ : S → IR , ăn giŘ kŘje ε > 0 ĘpŘrqei N = N(ε) fusikŞc Ĳste: n > N =⇒ |φ_n(t) − φ(t)| < ε giŘ kŘje t ∈ S . ^Htoi: <H ĹkoloujŢa sunartŠsewn {φ_n}_{n∈IN}, sugklŢnei sŚ kŘje t ∈ S kaŢ giŘ kŘje ε > 0, tŞ N ĽxartĞtai ĹpŞ tŞ ε kaŢ eÍnai ĹnexŘrthto ĹpŞ tŞ t. <H sunŘrthsh φ ŃnomŘzetai ČmoiŞmorfo Żrio tŔc ĹkoloujŢac.

<H ČmoiŞmorfh sŰgklish eÍnai bebaŢwc ŊsqurŞterh tŔc katŘ shme§on sugklŢsewc Żpou Ć ĹkoloujŢa sunartŠsewn sugklŢnei sŚ kŘje t ∈ S kaŢ tŞ N ĽxartĞtai, tŞso ĹpŞ tŞ ε, Żso kaŢ ĹpŞ tŞ t.

2.3 <OmoiŞmorfh sŰgklish 11

ParŘdeigma ^Estw {φ_n}_{n∈IN}, Żpou φ_n : [0, 1] → IR, mŚ tŰpo φ_n(t) = t^n. TŞte

φ(t) = lim_{n→+∞} φ_n(t) = { 0 ăn t ≠ 1 1 ăn t = 1 , katŘ shme§o. <H ĹnwtŚrw sŰgklish dŚn eÍnai ČmoiŞmorfh lŞgw tŔc ProtŘsewc 2.3.1. <WstŞso, eękola diapistoğtai Żti Ć ĹnwtŚrw ĹkoloujŢa sugklŢnei ČmoiŞmorfa stŞ diŘsthma [0, α] giŘ kŘje α < 1.

PrŞtash 2.3.1 ^Estw S mŠ kenŞ ĘposŰnolo toğ IR^m kaŢ {φ_n}_{n∈IN} ĹkoloujŢa suneqŮn sunartŠsewn, φ_n : S → IR . ^An Ć {φ_n}_{n∈IN} sugklŢnei ČmoiŞmorfa ĽpŢ toğ S stŠn φ : S → IR , tŞte Ć φ eÍnai ĽpŢshc suneqŠc ĽpŢ toğ S. ^Htoi: lim n→+∞ ( lim_{t→τ} φ_n(t) ) = lim_{t→τ} ( lim n→+∞ φn(t) ) . (2.1)

>ApŞdeixh : ^Estw τ ∈ S, ε > 0 kaŢ N = N (ε/3), ĹpŞ tŞn <OrismŞ 2.3.1. TŞte |φ_N (t) − φ(t)| < ε/3 , giŘ kŘje t ∈ I. >EpeidŠ Ć φ_N eÍnai suneqŠc stŞ τ ĘpŘrqei δ > 0 Ĳste: |t − τ | < δ =⇒ |φ_N (t) − φ_N (τ )| < ε/3 . ^Estw tŤra |t − τ | < δ tŞte |φ(t) − φ(τ )| ≤ |φ(t) − φ_N (t)| + |φ_N (t) − φ_N (τ )| + |φ_N (τ ) − φ(τ )| ≤ < ε/3 + ε/3 + ε/3 = ε . ^Ara prŘgmati Ć φ eÍnai suneqŠc. 2

^Eqoume ĽpŢshc tŞ ĄxŔc ĹpotŚlesma:

PrŞtash 2.3.2 ^Estw {φ_n}_{n∈IN} ĹkoloujŢa suneqŮn sunartŠsewn, φ_n : [α, β] → IR , Ć ČpoŢa sugklŢnei ČmoiŞmorfa ĽpŢ toğ [α, β] stŠn φ : [α, β] → IR . ^An τ ∈ [α, β] kaŢ ψ_n(t) = ∫ t τ φ_n(s)ds , t ∈ [α, β] ,

12 KefŘlaio 2. ProkatarktikŚc gnŤseic

tŞte Ć {ψ_n}_{n∈IN} , sugklŢnei ĽpŢshc ČmoiŞmorfa ĽpŢ toğ [α, β] stŠn ψ(t) = ∫ t τ φ(s)ds , t ∈ [α, β] . ^Htoi: lim n→+∞ (∫ t τ φ_n(s)ds ) = ∫ t τ ( lim n→+∞ φn(s) ) ds . >ApŞdeixh : ^Estw Żti n ≥ N (ε), Żpou N (ε) sŰmfwna mŚ tŞn <OrismŞ 2.3.1. TŞte |ψ_n(t) − ψ(t)| = | | | | ∫_t τ φ_n(s)ds − ∫_t τ φ(s)ds | | | | ≤ ∫_t τ |φ_n(s) − φ(s)|ds ≤ ε(β − α) . 2 <O <OrismŞc 2.3.1 eÍnai ŊsodŰnamoc mŚ tŞn piŞ kŘtw:

<OrismŞc 2.3.2 ^Estw S mŠ kenŞ sŰnolo kaŢ {φ_n}_{n∈IN} ĹkoloujŢa sunartŠsewn, Żpou φ_n : S → IR . <H {φ_n}_{n∈IN} ŃnomŘzetai ČmoiŞmorfa Cauchy ĽpŢ toğ S, ăn giŘ kŘje ε > 0 ĘpŘrqei N = N(ε) ∈ IN Ĳste m, n > N =⇒ |φ_m(t) − φ_n(t)| < ε giŘ kŘje t ∈ S . Parathre§ste Żti Ć ĹkoloujŢa sunartŠsewn

φ_n(t) = n∑ k=0 t^k k! , t ∈ IR , dŚn sugklŢnei ČmoiŞmorfa sflŻlo tŞ IR. SugklŢnei Żmwc ČmoiŞmorfa sŚ kŘje fragmŚno ĘposŰnolo toğ IR.

<OrismŞc 2.3.3 ^Estw S mŠ kenŞ sŰnolo kaŢ {φ_n}_{n∈IN} ĹkoloujŢa sunartŠsewn, φ_n : S → IR . LŚgetai Żti Ć {φ_n}_{n∈IN} sugklŢnei topikŘ ČmoiŞmorfa ĽpŢ toğ S stŠn φ : S → IR , ăn sugklŢnei ČmoiŞmorfa sŚ kŘje K sumpagŚc (kleistŞ kaŢ fragmŚno) ĘposŰnolo toğ S.

2.4 QŮroi sunartŠsewn 13

2.4 QŮroi sunartŠsewn

^Estw Ω ĘposŰnolo toğ IR^n ĹnoiktŞ. <O qŮroc C(Ω) Ĺpotele§ tŞ grammikŞ qŮro tŮn suneqŮn sunartŠsewn ĽpŢ toğ Ω. GenikŞtera Č qŮroc C^m(Ω) Ĺpotele§tai ĹpŞ tŢc m fŞrec suneqŮc diaforŢsimec sunartŠseic ĽpŢ toğ Ω:

C^m(Ω) = {u : Ω → IR | D^βu ∈ C(Ω) giŘ kŘje |β| ≤ m } .

<Wc C^m(Ω̄) jŘ sumbolŢzoume tŞ qŮro tŮn sunŘrthsewn oĚ Čpo§ec eÍnai m forŚc suneqŮc diaforŢsimec stŞ Ω kaŢ Żlec touc oĚ merikŚc parŘgwgoi tŘxewc mikrŞterhc ć ěshc toğ m (ćtoi: ∂^βu, mŚ |β| ≤ m) ĽpeikteŢnontai suneqŮc stŞ Ω̄ . StŠn perŢptwsh poŰ tŞ Ω eÍnai fragmŚno, tŞ Ω̄ eÍnai sumpagŚc kaŢ stŞn C^m(Ω̄) ČrŢzetai Ć nŞrma: ||u|| = sup_{x∈Ω} {|D^αu(x)| j |α| ≤ m } . JŘ sunantŠsoume ĽpŢshc toŰc ĄxŔc qŤrouc

C^∞(Ω) = ∩^∞_{m=1}C^m(Ω) kaŢ C^∞(Ω̄) = ∩^∞_{m=1}C^m(Ω̄) .

^Estw tŤra u ∈ C(Ω) . ForŚac (support), tŔc u ŃnomŘzetai Ć kleistŠ jŠkh toğ sunŞlou stŞ Čpo§o Ć u dŚn mhdenŢzetai. TŞ sŰnolo C^m_0 (Ω) Ĺpotele§ tŞ qŮro tŮn sunartŠsewn mŚ sumpagŔ forŚa oĚ Čpo§ec ĹnŠkoun stŞ C^m(Ω). ParomoŢwc ČrŢzoume kaŢ tŞ qŮro:

C^∞_0 (Ω) = ∩^∞_{m=1}C^m_0 (Ω) .

MiŘ sunŘrthsh u ∈ C^∞(Ω), ŃnomŘzetai ĹnalutikŠ ĽpŢ toğ Ω, ăn mpore§ nŘ Ľkfrasje§ Ďc dunamoseirŘ gŰrw ĹpŞ kŘje ξ ∈ Ω. ^Htoi, giŘ kŘje ξ ∈ Ω ĘpŘrqei r > 0 Ĳste giŘ kŘje h ∈ B(0, r) nŘ ŊsqŰei

u(ξ + h) = ∑ |α|≥0 1 α! D^αu(ξ)h^α , poŰ Ĺpotele§ n-diŘstath genŢkeush tŔc dunamoseirĞc. TŞ sŰnolo tŮn ĹnalutikŮn sunartŠsewn ĽpŢ toğ Ω sumbolŢzetai mŚ C^ω(Ω).

<UpenjumŢzoume Żti tŞ sŰnolo L^p(Ω), Żpou p ∈ [1, +∞), ČrŢzetai Ďc:

L^p(Ω) = { f : Ω → IR | f metrŠsimh kaŢ ∫ Ω |f|^p dx < +∞ } , poŰ Ĺpotele§ qŮro mŚ nŞrma: ||f||_p = (∫ Ω |f|^p dx )_1/p . StŠn perŢptwsh Żpou p = +∞, Č qŮroc L^∞(Ω) Ĺpotele§tai ĹpflŻlec tŢc oŐsiastikŘ fragmŚnec sunartŠseic, dhladŠ tŢc metrŠsimec sunartŠseic, f : Ω → IR, giŘ tŢc Čpo§ec ĘpŘrqei M > 0 Ĳste tŞ sŰnolo Z_{f,M} = {x∈ Ω j |f(x)| > M } nŘ ąqei mŚtro mhdŚn. <O L^∞(Ω) mpore§ nŘ Ľfodiaste§ mŚ nŞrma, tŠn || · ||_∞, poŰ Ĺpotele§ tŞ ĽlŘqisto tŚtoio M. ^Htoi:

||f||_∞ = inf{M | TŞ mŚtro toğ Z_{f,M} ěson mŚ mhdŚn } . ^An bebaŢwc Ć f eÍnai suneqŠc, tŞte ||f||_∞ = sup_{x∈Ω} |f(x)| . ^Estw tŤra f ∈ L^p(Ω) kaŢ g ∈ L^q(Ω), mŚ 1/p+1/q = 1 kaŢ p, q ∈ [1, +∞]. TŞte fg ∈ L^1(Ω) kaŢ ŊsqŰei Ć >AnisŞthc Hölder: | | | | ∫ Ω f(x)g(x) dx | | | | ≤ ||f||_p · ||g||_q . ^An jŚsoume p = q = 2 lambŘnoume tŠn >AnisŞthta Cauchy-Schwartz. TŚloc Č qŮroc L^1_{loc} ČrŢzetai Ďc:

L^1_{loc}(Ω) = {f : Ω → IR | f ∈ L^1(K) giŘ kŘje K ⊂ Ω sumpagŚc } .

2.5 Stoiqe§a logismoğ pollŮn metablhtŮn

2.5.1 PolikŚc suntetagmŚnec

KŘje shme§o toğ ĽpipŚdou, plŠn tŔc ĹrqŔc tŮn ĹxŞnwn, parŢstatai katŘ monadikŞ trŞpo mŚsw tŮn polikŮn suntetagmŚnwn. ^An dhladŠ (x, y) ≠ (0, 0) tŞte ĘpŘrqei r > 0 kaŢ ϑ ∈ [0, 2π) Ĳste x = r cos ϑ kaŢ y = r sin ϑ .

TŘ r kaŢ ϑ Ĺpoteloğn tŢc polikŚc suntetagmŚnec toğ shmeŢou (x, y) . ProfanŮc r = (x^2 +y^2)^{1/2} kaŢ ϑ = tan^{−1}(y/x), Żtan x ≠ 0 . <H ĹllagŠ suntetagmŚnwn, ĹpŞ kartesianŚc sŚ polikŚc, eÍnai ŊdiaŢtera qrŠsimh Żtan ČloklhrŤnoume sŚ kuklikŘ qwrŢa. ^Etsi ∫ x2+y2<r2 f(x, y) dx dy = ∫ r 0 ϱ (∫_2π 0 f(ϱ cos ϑ, ϱ sin ϑ) dϑ ) dϱ , diŞti Ć <IakwbianŠ tŔc ĹllagŔc suntetagmŚnwn Ŋsoğtai mŚ r. DhladŠ J = det ( x_r x_ϑ y_r y_ϑ ) = det ( cos ϑ −r sin ϑ sin ϑ r cos ϑ ) = r . ^Ara dx dy = ϱ dϱ dϑ . StŢc n diastŘseic, ăn dσ Ĺpotele§ stoiqe§o ČloklhrŤsewc ĽpŢ tŔc monadiaŢac sfaŢrac, tŞte dx = dx_1 · · · dx_n = ϱ^{n−1} dϱ dσ . ^Etsi loipŞn Ć ČloklŠrwsh ĽpŢ tŔc ĹnoiktŔc sfaŢrac gŢnetai: ∫ B(0,r) f(x) dx = ∫ r 0 ϱ^{n−1} (∫ S(0,1) f(ϱσ) dσ ) dϱ. >IdiaitŚrwc dŚ ŊsqŰei Żti ∫ S(0,r) f(σ) dσ = r^{n−1} ∫ S(0,1) f(rσ) dσ .

^Etsi ąqoume ĽpŢshc Żti: ∫ B(0,r) f(x) dx = ∫ r 0 (∫ S(0,ϱ) f(σ) dσ ) dϱ .

2.5.2 <OmalŚc ĽpifŘneiec

^Estw S ⊂ R^n kaŢ k ≥ 1. <H S lŚgetai Żti Ĺpotele§ C^k (Ĺnt. C^∞, Ĺnt. C^ω) ĘperepifŘneia, ăn giŘ kŘje ξ ∈ S ĘpŘrqei r > 0 kaŢ φ ∈ C^k(B(ξ, r)) (Ĺnt. φ ∈ C^∞(B(ξ, r)), Ĺnt. φ ∈ C^ω(B(ξ, r))) Ĳste ∇φ(x) ≠ 0 giŘ kŘje x∈ B(ξ, r) kaŢ {x | φ(x) = 0 } = S ∩ B(ξ, r) . ^An Ć S Ĺpotele§ C^1 ĘperepifŘneia toğ IR^n, tŞte sŚ kŘje thc shme§o ξ ČrŢzetai Ć monadiaŢa kŘjetoc ν = ν(ξ). AŐtŠ jŘ prŚpei nŘ eÍnai parŘllhlh prŞc tŠn klŢsh tŔc φ poŰ ČrŢzetai ĹnwtŚrw. PrŘgmati, ăn γ ČmalŠ kampŰlh mŚ γ(0) = ξ kaŢ γ(t) = (x_1(t), . . . , x_n(t)) ∈ S , t ∈ I, tŞte φ(γ(t)) = 0 ăra paragwgŢzontac Ďc prŞc t ąqoume Żti ∇φ(ξ) · γ̇(0) = 0 . ^Ara Ć klŢsh tŔc φ eÍnai kŘjeth sŚ ĽfaptŞmeno diŘnusma tŔc S stŞ ξ kaŢ Ďc Ľk toŰtou eÍnai kŘjeth stŠn S. <OrŢzoume loipŞn Ďc monadiaŢa kŘjeto stŠn ĽpifŘneia S stŞ shme§o ξ tŠn ν(ξ) = ∇φ |∇φ| . ProfanŮc ĽdŮ ąqoume dŰo ĽpilogŚc stŞ prŞshmo tŔc kajŚtou.

^An tŤra Ω ĹnoiktŞ ĘposŰnolo toğ IR^n jŘ lŚgetai Żti tŞ sŰnoro toğ Ω eÍnai C^k (Ĺnt. C^∞, Ĺnt. C^ω) ăn Ĺpotele§ C^k (Ĺnt. C^∞, Ĺnt. C^ω) ĘperepifŘneia.

2.5.3 >AntŢstrofh kaŢ ąmmesa ČrismŚnh sunŘrthsh

JeŤrhma 2.5.1 (JeŤrhma ĹntŢstrofhc sunartŠsewc) ^Estw U ĹnoiktŞ ĘposŰnolo toğ IR^n, ξ ∈ U, f = (f_1, . . . , f_n) : U → IR^n suneqŮc diaforŢsimh sunŘrthsh mŚ ĹntistrŚyimh ĚakwbianŠ stŞ ξ, dhladŠ det ( ∂f_i ∂x_j ) ≠ 0 . TŞte ĘpŘrqoun V , ĹnoiktŞ ĘposŰnolo toğ U kaŢ W ĹnoiktŞ ĘposŰnolo toğ IR^n mŚ ξ ∈ V , f (ξ) ∈ W , Ĳste Ć f : V → W nŘ eÍnai 1−1 kaŢ ĽpŢ kaŢ Ć ĹntŢstrofŠ thc f^{−1} : W → V , nŘ eÍnai ĽpŢshc suneqŮc diaforŢsimh. >ApŞdeixh : BlŚpe W.Rudin, Principles of Mathematical Analysis. 2. SunŚpeia toğ ĹnwtŚrw eÍnai tŞ piŞ kŘtw jeŤrhma poŰ eÍnai gnwstŞ kaŢ Ďc JeŤrhma PeplegmŚnhc SunartŠsewc:

JeŤrhma 2.5.2 (JeŤrhma tŔc ąmmesa ČrismŚnhc sunartŠsewc) ^Estw U ĹnoiktŞ ĘposŰnolo toğ IR^{m+n}, f = (f_1, . . . , f_n) : U → IR^n , suneqŮc diaforŢsimh sunŘrthsh, tŠn ČpoŢa grŘfoume kaŢ Ďc f = f (x, y), mŚ x∈ IR^m kaŢ y ∈ IR^m, (ξ, η) ∈ U, kaŢ ŊsqŰei Żti f (ξ, η) = 0 . ^An ĽpŢ plŚon ąqoume Żti det ( ∂f ∂y ) (ξ, η) ≠ 0 , tŞte ĘpŘrqei suneqŮc diaforŢsimh sunŘrthsh g : W → IR^n, Żpou W ĹnoiktŠ perioqŠ toğ ξ Ć ČpoŢa Ěkanopoie§ g(ξ) = η kaŢ f (x, g(x)) = 0 , giŘ kŘje x∈ W .

>ApŞdeixh : BlŚpe W.Rudin, Principles of Mathematical Analysis. 2. >EfarmogŠ

PŞte oĚ diparametrikŠ oŊkogŚneia X(s, t) , Y (s, t) , Z(s, t) , Żpou (s, t) ∈ U ĹnoiktŞ, ČrŢzei ĽpifŘzeia stŞn IR^3?

>ApŘnthsh

AŐtŞ sumbaŢnei Żtan | | | | | X_s X_t Y_s Y_t | | | | | ≠ 0 , lŞgw toğ JewrŠmatoc 2.5.2. [BlŚpe ăskhsh 8 stŠ selŢda 28.]

2.6 Stoiqe§a jewrŢac sunŠjwn diaforikŮn ĽxisŤsewn

>AnafŚroume tŠ sunŠjh triŘda ĹpotelesmŘtwn: <UpŘrxewc, MonadikŞthtoc kaŢ <OmalŔc >ExartŠsewc tŮn LŰsewn ĹpŞ ParametrŞuc. JŘ qreiasjoğme tŞn ĄxŔc ČrismŞ:

<OrismŞc 2.6.1 ^Estw g : [a, b] → IR . LŚgetai Żti Ć g Ěkanopoie§ tŠ sunjŠkh Lipschitz, ć eÍnai suneqŠc Lipschitz stŞ [a, b] mŚ stajerŘ k > 0, ăn ŊsqŰei Żti:

|g(x_1) − g(x_2)| ≤ κ |x_1 − x_2| ,

giŘ kŘje x_1, x_2 ∈ [a, b] .

2.6 Stoiqe§a jewrŢac sunŠjwn diaforikŮn ĽxisŤsewn 19

<H sunŚqeia Lipschitz eÍnai bebaŢwc ŊsqurŞterh tŔc ČmoiŞmorfhc sunŚqeiac ĹllŘ ĹsjenŚsterh tŔc suneqoğc diaforisimŞthtoc: Lh̃mma 2.6.1 ^An Ć sunŘrthsh g : [a, b] → IR eÍnai suneqŮc diaforŢsimh tŞte Ěkanopoie§ tŠ sunjŠkh Lipschitz stŞ [a, b] mŚ stajerŘ κ = max_{x∈[a,b]} |g^′(x)| .

Eěmaste Źtoimoi nŘ dŤsoume tŞ jeŤrhma ĘpŘrxewc kaŢ monadikŞthtoc lŰsewn problhmŘtwn ĹrqikŮn timŮn Żtan plhroğtai Ć sunjŠkh Lipschitz:

JeŤrhma 2.6.2 (Picard-Lindelöf)^Estw f : D → IR^n suneqŠc sunŘrthsh Żpou D ĘposŰnolo toğ IR^{n+1} ĹnoiktŞ, K = [τ − α, τ + α] × B̄(ξ, β) ⊂ D giŘ kŘpoia α, β > 0, kaŢ M = max_{(x,t)∈K} |f (t, x)| . >EpŢshc, ąstw Żti Ć f Ěkanopoie§ tŠ sunjŠkh Lipschitz Ďc prŞc tŠ deŰterh metablhtŠ: |f(t, x_1) − f (t, x_2)| ≤ κ|x_1 − x_2| giŘ kŘje (t, x_1), (t, x_2) ∈ K kaŢ κ jetikŠ stajerŘ. TŞte tŞ prŞblhma Ĺrqik~wn tim~wn: { x^′ = f (t, x) x(τ ) = ξ ąqei monadikŠ lŰsh φ poŰ ČrŢzetai stŞ diŘsthma [τ − γ, τ + γ], Żpou: γ = min { α, β M } . <H φ prokŰptei Ďc ČmoiŞmorfo Żrio tŔc ĽpanalhptikŔc mejŞdou Picard. ^Htoi: φ(t) = lim_{k→∞} φ_k(t) , t ∈ [τ − γ, τ + γ]

Żpou:

φ_0(t) = ξ kaŢ

φ_{k+1}(t) = ξ + ∫ t τ f(s, φ_k(s))ds giŘ kŘje k ∈ IN. 2

>ApŞdeixh : BlŚpe E. Coddington and N. Levinson, Theory of Ordinary Differential Equations, selŢda 23. 2.

>AnafŚroume kaŢ tŞ jeŤrhma ČmalŔc ĽxartŠsewc tŮn lŰsewn problhmŘtwn ĹrqikŮn timŮn ĹpŞ tŢc ĹrqikŚc sunjŔkec:

JeŤrhma 2.6.3 ^Estw f = (f_1, . . . , f_n) : D → IR^n suneqŠc, Żpou D ĹnoiktŞ ĘposŰnolo toğ IR^{n+1} . ^Estw ĽpŢshc Żti f = f (t, x), Żpou t ∈ IR, x ∈ IR^n kaŢ f_x = (∂f_i/∂_{xj} )_{i,j=1,...,n}, suneqe§c stŞ D. ^An τ ∈ IR, ξ ∈ IR^n kaŢ (τ, ξ) ∈ D , tŞte ĘpŘrqei ĹnoiktŠ perioqŠ W ⊂ D toğ (τ, ξ) stŠn ČpoŢa ČrŢzetai Ć sunŘrthsh φ = φ(t, η) Ďc lŰsh toğ problŠmatoc ĹrqikŮn timŮn { x^′ = f (t, x) x(τ ) = η , kaŢ stŠn ČpoŢa Ć φ eÍnai suneqŮc diaforŢsimh Ďc prŞc Żlec tŢc metablhtŚc thc.

>ApŞdeixh : BlŚpe E. Coddington and N. Levinson, Theory of Ordinary Differential Equations, selŢda 25. 2.

^Amesh ĽfarmogŠ toğ ĹnwtŚrw jewrŠmatoc tŞ piŞ kŘtw pŞrisma:

PŞrisma 2.6.4 ^Estw α, β, γ : D → IR suneqŮc diaforŢsimec sunartŠseic, Żpou D ĹnoiktŞ ĘposŰnolo toğ IR^3 . >EpŢshc ąstw f, g, h :

I → IR suneqŮc diaforŢsimec sunartŠseic, Żpou I ĹnoiktŞ diŘsthma. ^An s_0 ∈ I tŞte ĘpŘrqoun suneqŮc diaforŢsimec sunartŠseic X = X(s, t), Y = Y (s, t), kaŢ Z = Z(s, t), ČrismŚnec ĽpŢ ĹnoiktŔc perioqŔc toğ shmeŢou (s_0, 0) kaŢ Ěkanopoioğsec tŞ sŰsthma x_t = α(x, y, z) y_t = β(x, y, z) z_t = γ(x, y, z) mŚ ĹrqikŚc sunjŔkec α(s, 0) = f(s) , β(s, 0) = g(s) , kaŢ γ(s, 0) = h(s) . >ApŞdeixh : BlŚpe ăskhsh 9 stŠ selŢda 28.

2.7 <OloklŠrwsh katŘ mŚrh kaŢ suzugŠc telestŠc

TŞ JemeliŮdec JeŤrhma toğ >Apeirostikoğ Logismoğ mĞc lŚgei Żti ∫ b a f^′(x) dx = f(b) − f(a) , (2.2) giŘ kŘje f suneqŮc diaforŢsimh sunŘrthsh stŞ [a, b]. ^Amesh sunŚpeia aŐtoğ Č tŰpoc ČloklhrŤsewc katŘ mŚrh: ∫ b a f^′(x) g(x) dx = f(x)g(x)|^b_a − ∫ b a f(x) g^′(x) dx . (2.3) GenŢkeush toğ (2.2) stŢc n diastŘseic Ĺpotele§ tŞ JeŤrhma >ApoklŢsewc (Divergence Theorem) tŞ Čpo§o mĞc parŚqei Żti: ∫ Ω ∇ · u(x) dx = ∫ ∂Ω u(s) · ν(s) ds , (2.4)

Żpou tŘ dx, ds ĹntiproswpeŰoun ČloklhrŤseic ĽpŢ toğ Ĺnoiktoğ qwrŢou Ω, ĘposunŞlou toğ IR^n kaŢ toğ sunŞrou aŐtoğ ∂Ω ĹntistoŢqwc, ĽnŮ tŞ diŘnusma ν = (ν_1, . . . , ν_n) Ĺpotele§ tŠ monadiaŢa ĽxwterikŠ kŘjeto stŞ ∂Ω. >EpŢshc x = (x_1, . . . , x_n), u = (u_1, . . . , u_n), ∇ · u = ∑n k=1 D_{xk} u_k kaŢ D_{xk} u_k = ∂u_k/∂x_k. GiŘ nŘ ŊsqŰei tŞ ĹnwtŚrw ĘpojŚtoume Żti tŞ sŰnoro ∂Ω eÍnai ĽparkŮc ČmalŞ, ĽnŮ giŘ tŠn sunŘrthsh u, Żti ĹnŠkei stŞ C^1(Ω̄). SunŚpeia toğ (2.4) eÍnai Ć tautŞthta: ∫ Ω D_{xk} w(x) dx = ∫ ∂Ω w(s) ν_k(s) ds , (2.5)

Ć ČpoŢa mĞc parŚqei tŠn ČloklŠrwsh katŘ mŚrh: ∫ Ω v D_{xk} u dx = ∫ ∂Ω v u ν_k ds − ∫ Ω D_{xk} v u dx . (2.6) Parathre§ste Żti Ć (2.3) Ĺpotele§ eŊdikŠ perŢptwsh tŔc (2.6). GenikŞtera, ąstw Żti mĞc dŢdetai Č grammikŞc telestŠc L = ∑ |α|≤m cα(x)D α . ^An tŤra u, v ∈ C^m(Ω̄) kaŢ c_α ∈ C^{|α|}(Ω̄), tŞte ĽfarmŞzontac tŠn (2.6) ĹllepŘllhla kaŢ metafŚroume diadoqikŘ Żlec tŢc merikŚc paragŤgouc ĹpŞ tŠ u stŠ v lambŘnoume: ∫ Ω v ∑ |α|≤m c_α(x)D^αu dx = ∫ Ω ∑ |α|≤m (−1)^{|α|}D^α (vc_α(x)) u dx + ∫ ∂Ω B(v, u, ν) ds , Żpou B katŘllhlh trigrammikŠ morfŠ. StŠn B ĽmfanŢzontai merikŚc parŘgwgoi tŮn u kaŢ v ąwc kaŢ tŘxewc m − 1 . <H ĹnwtŚrw mpore§ nŘ grafe§ oŊkonomikŞtera Ďc ∫ Ω v Lu dx = ∫ Ω L^∗v u dx + ∫ ∂Ω B(v, u, ν) ds , (2.7) poŰ eÍnai gnwstŠ Ďc tautŞthta Lagrange-Green. <O telestŠc L^∗ Ĺpotele§ tŞn suzugŔ (conjugate) toğ L kaŢ ČrŢzetai Ďc: L^∗u = ∑ |α|≤m (−1)^{|α|}D^α(c_α(x)u) . (2.8)

StŠn ĂplŠ perŢptwsh Żpou

L = Δ = ∑ k=1,...,n D^2_{xk} ,

dhladŠ stŠn perŢptwsh toğ telestoğ Laplace, qrhsimopoiŤntac katŘllhla tŠn (2.6) giŘ u, v ∈ C^2(Ω̄), lambŘnoume: ∫ Ω u Δv dx = − ∫ Ω ∇u · ∇v dx + ∫ ∂Ω u ∂v ∂ν ds , (2.9)

Żpou ∂/∂ν parŘgwgoc stŠn kateŰjunsh tŔc ĽxwterikŔc kajŚtou ĽpŢ toğ sunŞrou toğ Ω. >AlliŮc ∂v/∂ν = ∇v · ν. ParomoŢwc: ∫ Ω v Δu dx = − ∫ Ω ∇u · ∇v dx + ∫ ∂Ω v ∂u ∂ν ds . (2.10)

>AfairŤntac tŢc (2.9) kaŢ (2.10) lambŘnoume: ∫ Ω u Δv dx = ∫ Ω v Δu dx + ∫ ∂Ω ( u ∂v ∂ν − v ∂u ∂ν ) ds . (2.11)

<H ĹnwtŚrw Ĺpotele§ eŊdikŠ perŢptwsh tŔc (2.7) kaŢ bebaŢwc suzugŠc toğ telestoğ Δ eÍnai Č ĄautŞc tou. SflaŐtŠ tŠn perŢptwsh (ćtoi: L^∗ = L), Č telestŠc mac ŃnomŘzetai aŐtosuzugŠc. <H dŚ trigrammikŠ mac morfŠ eÍnai Ć B(v, u, ν) = u ∂v ∂ν − v ∂u ∂ν = (u∇v − v∇u) · ν . Parathroğme Żti, Żtan mhdenŢzontai Żloi oĚ sunoriakoŢ Żroi, Ć (2.7) kajŢstatai: ∫ Ω v Lu dx = ∫ Ω L^∗v u dx . (2.12)

2.8 Stoiqe§a SunarthsiakŔc >AnalŰsewc

<OrismŞc 2.8.1 ^Estw E grammikŞc qŮroc ĽpŢ toğ IR. <H sunŘrthsh || · || : E → IR , ŃnomŘzetai nŞrma ĽpŢ toğ E , ăn Ěkanopoioğntai tŘ piŞ kŘtw:

1. GiŘ kŘje x ∈ E ŊsqŰei Żti ||x|| ≥ 0 kaŢ Ć ŊsŞthc ŊsqŰei mŞnon Żtan x = 0 .

2. GiŘ kŘje λ ∈ IR kaŢ x ∈ E ŊsqŰei Żti ||λx|| = |λ| · ||x|| . 3. GiŘ kŘje x, y ∈ E ŊsqŰei Żti ||x + y|| ≤ ||x|| + ||y|| .

VEnac qŮroc ĽfodiasmŚnoc mŚ nŞrma ŃnomŘzetai QŮroc mŚ nŞrma (Normed space.) <H nŞrma ČrŢzei stŞn E ĹpŞstash ć ăllwc metrikŠ, tŠn d(x, y) = ||x − y|| , kaŢ Ďc Ľk toŰtou topologikŠ domŠ. ^Etsi, Żpwc kaŢ stŞn IR^n ČrŢzontai oĚ ĹnoiktŚc (Ĺnt. kleistŚc) sfa§rec: B(x, r) = {y ∈ E : ||y − x|| < r } , ( Ĺnt. B̄(x, r) = {y ∈ E : ||y − x|| ≤ r } .) >EpŢshc ČrŢzetai kaŢ sŰgklish: x_n → x stŞn E ⇐⇒ ||x_n − x|| → 0 . KatflaŐtŞ tŞn trŞpo ČrŢzetai kaŢ Ć ĹkoloujŢa Cauchy.

<OrismŞc 2.8.2 ^Estw E qŮroc mŚ nŞrma. <O E ŃnomŘzetai qŮroc Banach ăn kŘje ĹkouloujŢa Cauchy stoiqeŢwn toğ E sugklŢnei sŚ stoiqe§o toğ E.

^Htoi: <O E eÍnai plŠrhc Ďc prŞc tŠn metrikŠ poŰ ČrŢzei Ć nŞrma.

ParadeŢgmata qŤrwn Banach

1. <O EŐkleŢdeioc qŮroc IR^n mŚ nŞrma

|x|_p = ( ∑n k=1 |x_k|^p)^{1/p} ăn p ∈ [1, +∞) max_{k=1,...,n} |x_k| ăn p = +∞ .

2. <O qŮroc l^p(IN) poŰ ČrŢzetai Ďc l^p(IN) = {u = {u_n}_{n∈IN} : ||u||_p < +∞} Żpou

||u||_p = (∑_{+∞} n=1 |u_n|^p )_1/p ăn p ∈ [1, +∞) max_{n∈IN} |u_n| ăn p = +∞ .

3. <O qŮroc C(K) tŮn suneqŮn sunartŠsewn ĽpŢ sumpagoğc sunŞlou K mŚ nŞrma ||u|| = max_{x∈K} |u(x)| .

4. OĚ qŮroi L^p(Ω) mŚ tŠn nŞrma touc.

QŮroi mŚ ĽswterikŞ ginŞmeno <OrismŞc 2.8.3 ^Estw X grammikŞc qŮroc ĽpŢ toğ IR kaŢ (·, ·) : X × X → IR , sunŘrthsh me tŢc ĹkŞloujec ŊdiŞthtec 1. SummetrikŞthc: (x, y) = (y, x) giŘ kŘje x, y ∈ X.

2. GrammikŞthc: (λx + μy, z) = λ(x, z) + μ(y, z), giŘ kŘje x, y, z ∈ X kaŢ λ, μ ∈ R .

3. JetikŞthc: (x, x) > 0 ăn x ≠ 0 , ŃnomŘzetai ĽswterikŞ ginŞmeno ĽpŢ toğ X. <O dŚ qŮroc X ŃnomŘzetai qŮroc mŚ ĽswterikŞ ginŞmeno.

^An tŤra X, qŮroc mŚ ĽswterikŞ ginŞmeno (·, ·), tŞte Ć sunŘrthsh ||x|| = (x, x)^{1/2} , Ĺpotele§ nŞrma ĽpŢ toğ X, Żpwc mpore§ eŐkola nŘ Ľxakribwje§. <H ĹnwtŚrw Ĺpotele§ tŠn ĽpagŤmenh ĹpŞ tŞ ĽswterikŞ ginŞmeno nŞrma. >IsqŰei dŚ Żti |(x, y)| ≤ ||x|| · ||y|| , giŘ kŘje x, y ∈ X, poŰ Ĺpotele§ tŠn ĹnisŞthta Cauchy-Schwartz. ^Etsi loipŞn Źnac qŮroc mŚ ĽswterikŞ ginŞmeno kajŢstatai aŐtŞmata kaŢ qŮroc mŚ nŞrma.

<OrismŞc 2.8.4 ^Estw H qŮroc mŚ ĽswterikŞ ginŞmeno. <O H ŃnomŘzetai qŮorc Hilbert ăn Ĺpotele§ qŮro Banach Ďc prŞc tŠn ĽpagŤmenh ĹpŞ tŞ ĽswterikŞ ginŞmeno nŞrma.

ParadeŢgmata qŤrwn Hilbert

1. <O eŐkeŢdeioc qŮroc IR^n mŚ tŞ sŰnhjec ĽswterikŞ ginŞmeno. 2. <O qŮroc L^2(Ω) mŚ ĽswterikŞ ginŞmeno ∫ Ω f(x) g(x) dx , Ĺpotele§ tŞ qarakthristikŞtero ěswc parŘdeigma. TŞ sŰnolo tŮn suneqŮn sunartŠsewn poŰ sugqrŞnwc ĹnŠkoun stŞ L^2(Ω), dŚn Ĺpoteloğn qŮro Hilbert ĹllŘ puknŞ ĘposŰnolo toğ L^2(Ω), Ďc prŞc tŠn nŞrma toğ L^2(Ω).

2.8 Stoiqe§a SunarthsiakŔc >AnalŰsewc 27

3. <H diakritŠ ĽkdoqŠ toğ ĹnwtŚrw, dhladŠ Č qŮroc l^2(IN) Ĺpotele§ ĽpŢshc qŮro Hilbert mŚ ĽswterikŞ ginŞmeno ({u}, {v}) = +∞∑ k=1 u_k v_k .

>EpŢshc:

JeŤrhma >AnaparastŘsewc Riesz, Lax-Milgram. >AskŠseic 2.8

1. GenŢkeush tŰpou Leibniz giŘ pollaplŚc merikŚc paragŤgouc: D^α(fg) = ∑ β+γ=α α! β!γ! D^β f D^γ g ,

Żpou f, g ∈ C^{|α|} . 2. >AnŘptugma Taylor giŘ poluŤnuma pollŮn metablhtŮn bajmoğ m: P (x) = ∑ |α|≤m 1 α! D^αP (0)x^α .

Żpou P (x) = ∑ |α|≤m c_αx^α ,

x = (x_1, . . . , x_n) kaŢ x^α = x^{α1}_1 · · · x^{αn}_n 3. PŮc genikeŰetai tŞ ĹnŘptugma Taylor giŘ aŐjaŢretec sunartŠseic pollŮn metablhtŮn?

4. ^Estw Żti Ć ĹkoloujŢa sunartŠsewn {φ}_{n∈IN}, Żpou φ_n : S → IR kaŢ S mŠ kenŞ ĘposŰnolo toğ IR, sugklŢnei ČmoiŞmorfa stŠn φ. ^An {t_n}_{n∈IN} ĹkoloujŢa shmeŢwn stŞ S sugklŢnousa stŞ t ∈ S, deŢxate Żti lim n→+∞ φ_n(t_n) = φ(t) .

>IsqŰei tŞ ĹnwtŚrw sumpŚrasma ăn Ć sŰgklish eÍnai katŘ shme§o?

28 KefŘlaio 2. ProkatarktikŚc gnŤseic

5. ^Estw S mŠ kenŞ ĘposŰnolo toğ IR kaŢ {φ_n}_{n∈IN} ČmoiŞmorfa sugklŢnousa (ĽpŢ toğ S) ĹkoloujŢa sunartŠsewn mŚ Żrio tŠ sunŘrthsh φ. ^An giŘ kŘje n ∈ IN tŞ Żrio lim_{t→τ} φ_n(t) = l_n , Ĺpotele§ pragmatikŞ ĹrijmŞ, tŞte tŞ ědio sumbaŢnei kaŢ giŘ tŞ Żrio lim_{t→τ} φ(t) = l . >EpŢ plŚon ŊsqŰei Żti lim n→+∞ ( lim_{t→τ} φ_n(t) ) = lim_{t→τ} ( lim n→+∞ φ_n(t) ) .

6. DeŢxate Żti Ć ĹkoloujŢa

φ_n(t) = n∑ k=0 t^k k! , sugklŢnei topikŘ ČmoiŞmorfa ĽpŢ toğ IR.

7. ^Estw I ĹnoiktŞ diŘsthma kaŢ {φ_n}_{n∈IN} topikŘ ČmoiŞmorfa sugklŢnousa ĹkoloujŢa sunartŠsewn ĽpŢ toğ I. ^An τ ∈ I kaŢ ψ_n(t) = ∫_t τ φ_n(s)ds , t ∈ I , tŞte Ć ĹkoloujŢa sunartŠsewn {ψ_n}_{n∈IN} , sugklŢnei ĽpŢshc topikŘ ČmoiŞmorfa ĽpŢ toğ I stŠn ψ(t) = ∫_t τ φ(s)ds , t ∈ I .

8. PŞte oĚ diparametrikŠ oŊkogŚneia X(s, t) , Y (s, t) , Z(s, t) , Żpou (s, t) ∈ U ĹnoiktŞ kaŢ X, Y , Z ∈ C^1(U ), ČrŢzei ĽpifŘzeia stŞn IR^3?

9. NŘ Ĺpodeiqje§ tŞ PŞrisma 2.6.4.

KefŘlaio 3 EŊsagwgŠ stŢc merikŚc diaforikŚc ĽxisŤseic

3.1 >OnomatologŢa

MerikŠ DiaforikŠ >ExŢswsh (MDE) ć DiaforikŠ >ExŢswsh mŚ MerikŚc ParagŤgouc^1 , eÍnai mŢa ĽxŢswsh tŔc morfŔc: F (x, u, ∇u, . . . , ∇^mu) = 0 , (3.1) Żpou Ć F Ĺpotele§ suneqŔ sunŘrthsh tŮn ĹnexartŠtwn metablhtŮn (x_1, . . . , x_n) = x, n ≥ 2, tŔc zhtoŰmenhc sunartŠsewc u kajŤc kaŢ peperasmŚnou plŠjouc merikŮn aŐtŔc paragŤgwn. >EdŮ ∇u = ( ∂u ∂x_1 , . . . , ∂u ∂x_n ) , ∇^2u = ( ∂^2u ∂x_i∂x_j ) i,j=1,...,n , k.o.k. .

TŘxh (order) miĞc merikŔc diaforikŔc ĽxisŤsewc ŃnomŘzetai Ć tŘxh tŔc ĘyhlotŚrac tŘxewc merikŔc paragŤgou, tŔc zhtoŰmenhc sunartŠsewc, poŰ ĽmfanŢzetai stŠn ĽxŢswsh. ^Etsi loipŞn miŘ merikŠ diafo-

1BlŚpe ĘposhmeŢwsh 6 stŠ selŢda 2.

rikŠ ĽxŢswsh deutŚrac tŘxewc dŰo metablhtŮn jŘ ąqei tŠ morfŠ F (x, y, u, u_x, u_y, u_{xx}, u_{xy}, u_{yy}) = 0 . LŰsh tŔc (3.1) eÍnai miŘ sunŘrthsh u ČrismŚnh sŚ ĹnoiktŠ sunektikŠ perioqŠ Ω tŮn x_1, x_2, . . . , x_n, Żpou tŞso Ć u, Żso kaŢ Żlec oĚ merikŚc thc parŘgwgoi poŰ ĽmfanŢzontai stŠn ĽxŢswsh, eÍnai suneqe§c^2 kaŢ Ěkanopoioğn tŠn (3.1) stŞ Ω.

<H F ĽndŚqetai nŘ eÍnai dianusmatikŠ, dhladŠ F = (F_1, F_2, . . . , F_p), ČpŞte ąqoume sŰsthma merikŮn diaforikŮn ĽxisŤsewn. ParomoŢwc kaŢ Ć zhtoŰmenh sunŘrthsh u dŰnatai nŘ Ĺpotele§ diŘnusma.

<H (3.1) ŃnomŘzetai grammikŠ ăn Ć F eÍnai grammikŠ Ďc prŞc tŠ u kaŢ Żlec tŢc merikŚc thc paragŤgouc, mŚ suntelestŚc ĽxartŤmenouc mŞno ĹpŞ tŘ x_1, x_2, . . . , x_n. <H genikŠ morfŠ grammikŔc ĽxisŤsewc prŤthc tŘxewc eÍnai:

a_1(x)u_{x1} + . . . + a_n(x)u_{xn} + b(x)u = c(x) , (3.2)

Żpou tŘ a_1, . . . , a_n, b Ĺpoteloğn toŰc suntelestŚc, ĽnŮ Č c eÍnai gnwstŞc Ďc Č mŠ ČmoiogenŠc Żroc. EŊdikŘ stŠn perŢptwsh katŘ tŠn ČpoŢa c ≡ 0 (ĹntistoŢqwc c ≢ 0) Ć ĽxŢswsh ŃnomŘzetai ČmoiogenŠc^3 (ĹntistoŢqwc mŠ ČmoiogenŠc.) <H (3.2) giŘ lŞgouc oŊkonomŢac mpore§ nŘ

2<O ČrismŞc ĽpidŚqetai genikeŰsewn Żpou Ć lŰsh dŚn eÍnai katflĹnŘgkhn tŞso ČmalŠ Żso Ĺpaite§ Ć ĽxŢswsh. <H dŚ ĚkanopoŢhsh tŔc ĽxisŤsewc lambŘnei qŤran mŚsw ĹsjenŚsterhc diatupŤsewc, ĽnŮ oĚ lŰseic ŃnomŘzontaiĹsjene§c lŰseic. QarakthristikŞ tŚtoio parŘdeigma Ĺpoteloğn tŘ kŰmata kroŰsewc, poŰ Ĺpoteloğn Ĺsuneqe§c Ĺsjene§c lŰseic merikŮn diaforikŮn ĽxisŤsewn.

3SqedŞn stŞ sŰnolo tŔc ĄllhnikŔc bibliografŢac tŮn diaforikŮn ĽxisŤsewn qrhsimopoie§tai Č Żroc {ČmogenŠc} (ćtoi : Č ąqwn tŞ ědion gŚnoc) ĹntŢ toğ Żrou {ČmoiogenŠc} (ćtoi : Č ąqwn Żmoion gŚnoc). <O Żroc aŐtŞc Ĺpotele§ ĹpŞdosh toğ diejnoğc Żrou homogeneous. ParŘ tŞ gegonŞc Żti dŚn Ĺpotele§ stŞqo tŮn shmeiŤsewn aŐtŮn Ć eŊc bŘjoc ĹnajeŤrhsh tŔc ČrologŢac, kŘpoiec mikrŚc tropopoiŠseic poŰ ĹpodŢdoun ĽpituqŚstera tŢc ąnnoiec, tŢc kajistoğn eŐlhptŞterec kaŢ periorŢzoun tŢc sugqŰseic, eÍnai ĹparaŢthtec. StŠ sugkekrimŚnh perŢptwsh ĹxŢzei nŘ Ĺnaferje§ Żti Č Żroc ČmogenŠc ĽmfanŢzetai mŚ majhmatikŘ sumfrazŞmena stŘ Stoiqe§a toğ EŐkleŢdou, Żpou Čmile§ perŢ lŞgwn ČmogenŮn megejŮn (mŔkoc ĹnŘ mŔkoc, ĽmbadŞn ĹnŘ ĽmbadŞn, čgkoc

3.1 >OnomatologŢa 31

grafe§ kaŢ Ďc Lu = c(x) , Żpou tŞ sŰmbolo L Ĺpotele§ Źna GrammikŞ MerikŞ DiaforikŞ TelestŠ (Operator), prŤthc tŘxewc kaŢ grŘfetai Ďc L = a_1(x)D_{x1} + . . . + a_n(x)D_{xn} + b(x) , (3.3)

Żpou D_{xk} = ∂/∂_{xk} , k = 1, . . . , n . <O ĹnwtŚrw telestŠc ŃnomŘzetai grammikŞc diŞti Ěkanopoie§ tŠ sqŚsh

L(c_1u_1 + c_2u_2) = c_1Lu_1 + c_2Lu_2 ,

giŘ kŘje sunartŠseic u_1, u_2, suneqŮc diaforŢsimec kaŢ c_1, c_2 pragmatikŚc stajerŚc. <Wc Ľk toŰtou Č qŮroc tŮn lŰsewn tŔc Lu = 0 Ĺpotele§ grammikŞ qŮro kaŢ sugkekrimŚna tŞn MhdenikŞ QŮro toğ L, sumbolikŘ: N(L).

MiŘ merikŠ diaforikŠ ĽxŢswsh m-stŔc tŘxewc ŃnomŘzetai oĚoneŢ grammikŠ (quasi-linear), ăn Ć sunŘrthsh F eÍnai grammikŠ Ďc prŞc tŢc merikŚc paragŤgouc tŘxewc m mŚ suntelestŚc ĽxartŤmenouc ĹpŞ tŘ x_1, . . . , x_n, kajŤc kaŢ tŢc paragŤgouc tŘxewc mikrŞterhc toğ m. ^Etsi loipŞn, Ć genikŞterh morfŠ oĚoneŢ grammikŔc ĽxisŤsewc prŤthc tŘxewc eÍnai: a_1(x, u)u_{x1} + . . . + a_n(x, u)u_{xn} = c(x, u) . ĹnŘ čgko.) >EnŮ tŞ Żmoio Ďc prŞjema ć ĽpŢjeto, giŘ parŘdeigma stŠn perŢptwsh tŔc ČmoiŞthtoc trigŤnwn, shmaŢnei Żti tŘ trŢgwna aŐtŘ ąqoun stajeroŰc lŞgouc ĹntistoŢqwn pleurŮn. GenikŞtera dŰo gewmetrikŘ sqŠmata kaloğntai Żmoia ăn tŞ Źna Ĺpotele§ smŢkrunsh ć megŚjunsh toğ ăllou. OĚ ĽxisŤseic perŢ Ìn Č lŞgoc, qarakthrŢzontai ĹpŞ tŠn ŊdiŞthta: ČpotedŠpote Ć φ Ĺpotele§ lŰsh aŐtŮn kaŢ c stajerŘ, tŞte kaŢ Ć cφ Ĺpotele§ ĽpŢshc lŰsh. <H cφ Żmwc Ĺpotele§ megŚjunsh (ć smŢkrunsh) tŔc φ. <Wc Ľk toŰtou, giŘ kŘje sunŘrthsh poŰ periŚqei Č qŮroc lŰsewn tŮn ĽxisŤseŤn mac, periŚqei kaŢ Żlec tŢc ŻmoiŚc thc. TŚloc ĹnafŚrome Żti Č Żroc homogeneous, Č Čpo§oc ĽmfanŢzetai kaŢ stŠ QhmeŢa Ďc qarakthrismŞc meigmŘtwn kaŢ genikŞtera ĘlikŮn, ąqei Ĺpodoje§ ĹpŞ toŰc VEllhnec qhmikoŰc Ďc ČmoiogenŠc. SunepŮc, lŞgw tŮn ĹnwtŚrw gŢnetai Ć qrŠsh toğ Żrou ČmoiogenŠc stŞ ĹnŘ qe§rac ĽgqeirŢdio.

>AxŢzei nŘ shmeiwje§ Żti miŘ mŠ grammikŠ ĽxŢswsh tŘxewc m, kajŢstatai oĚoneŢ grammikŠ tŘxewc m+1, mŚsw diaforŢsewc Ďc prŞc oĚodŠpote grammikŞ telestŠ prŤthc tŘxewc. [BlŚpe ăskhsh 2 stŠ selŢda 42.]

VEnac grammikŞc merikŞc diaforikŞc telestŠc m-Ŕc tŘxewc grŘfetai, mŚsw toğ sumbolismoğ Laurent Schwartz, Ďc: L = ∑ |α|≤m c_α(x)D^α . ^Etsi, Ć genikŞterh morfŠ^4 grammikŔc merikŔc diaforikŔc ĽxisŤsewc m-Ŕc tŘxewc, eÍnai Lu = ∑ |α|≤m c_α(x)D^αu = d(x) , (3.4)

Żpou d(x) Č mŠ ČmoiogenŠc Żroc. <H dŚ oĚoneŢ grammikŠ m-Ŕc tŘxewc, grŘfetai katflĹnalogŢa Ďc ∑ |α|=m c_αD^αu = d , Żpou tŤra tŘ c_α, |α| = m kaŢ d ĽxartŮntai ĹpŞ tŘ x kaŢ D^βu, |β| ≤ m − 1. 3.2 DiŘshma paradeŢgmata merikŮn diaforikŮn ĽxisŤsewn

OĚ merikŚc diaforikŚc ĽxisŤseic ĽmfanŢzontai sŚ polloŰc klŘdouc tŮn MajhmatikŮn, ŊdiaitŚrwc sŚ klŘdouc tŔc majhmatikŔc ĹnalŰsewc kaŢ tŔc gewmetrŢac. >EmfanŢzontai Żmwc kaŢ sŚ ple§stec ăllec ĽpistŔmec Żpwc stŠ StatistikŠ, stŘ OŊkonomikŘ^5 stŠ FusikŠ, QhmeŢa, BiologŢa, MhqanologŢa kajŤc kaŢ stŠn KoinwniologŢa. >AnafŚroume piŞ

4>AkŞmh genikŞterh morfŠ eÍnai aŐtŠ stŠn ČpoŢa tŘ u kaŢ d Ĺpoteloğn dianŰsmata, ĽnŮ tŘ c_α pŢnakec.

5EÍnai qarakthristikŞ Żti tŞ brabe§o NŞmpel stŘ oŊkonomikŘ giŘ tŞ 1997 dŞjhke giŘ tŠ melŚth tŔc ĽxŢswsewc Black-Scholes, ĽxŢswsh parabolikoğ tŰpou, Ć ČpoŢa perigrŘfei tŠn ĹxŢa tŮn proairetikŮn dikaiwmŘtwn (options).

kŘtw merikŘ qarakthristikŘ paradeŢgmata, sŚ kŘpoia ĹpŞ tŘ Čpo§a jŘ Ľpikentrwje§ tŞ ĽndiafŚron mac.

1. <H ĽxŢswsh Laplace, Ć ČpoŢa stŢc dŰo diastŘseic perigrŘfei tŞ dunamikŞ ĹstrŞbilhc didiŘstathc roŔc, ĽnŮ stŢc dŰo kaŢ tre§c diastŘseic katanomŠ Łlektrikoğ Ć magnhtikoğ dunamikoğ ć statikŠ katanomŠ jermokrasiŮn:

Δu = 0 , Żpou Č telestŠc Δ = ∂^2 ∂x^2_1 + ∂^2 ∂x^2 + · · · + ∂^2 ∂x^2_n , eÍnai gnwstŞc Ďc telestŠc Laplace. OĚ lŰseic tŔc ĹnwtŚrw eÍnai gnwstŚc Ďc ĂrmonikŚc sunartŠseic. TŚtoiec, Ďc gnwstŞn stŢc dŰo diastŘseic, eÍnai tŘ pragmatikŘ kaŢ fantastikŘ mŚrh tŮn ĹnalutikŮn sunartŠsewn. <H mŠ ČmoiogenŠc ĽkdoqŠ tŔc ĹnwtŚrw, gnwstŠ Ďc ĽxŢswsh Poisson Δu = f , perigrŘfei tŠn katanomŠ dunamikoğ parousŢÐ fortŢou ĽxwterikŔc phgŔc f, tŞso stŢc dŰo Żso kaŢ stŢc tre§c diastŘseic.

2. <H ĽxŢswsh jermŞthtac u_t = κDu , poŰ perigrŘfei tŠn ĽxŚlixh tŔc jermokrasŢac sŚ ČmoiogenŚc mŚso kajŤc kaŢ fainŞmena diaqŰsewc. <H sunŘrthsh u ĹntiproswpeŰei tŠ jermokrasŢa, ĽnŮ Ć stajerŘ κ ŃnomŘzetai stajerŘ jermikŔc ĹgwgimŞthtoc. KatflĹnalogŢa mŚ tŠn ĽxŢswsh kŰmatoc, ąqei kaŢ aŐtŠ ąnnoia stŢc qwrikŚc diastŘseic Źna, dŰo kaŢ trŢa. <H mŠ ČmoiogenŠc ĽkdoqŠ aŐtŔc u_t = κDu + f , perigrŘfei tŠn perŢptwsh parousŢac ĽxwterikŔc paroqŔc jermŞthtoc.

3. <H ĽxŢswsh kŰmatoc

u_{tt} = c^2Du ,

Ć ČpoŢa stŢc tre§c diastŘseic perigrŘfei tŠ diŘdosh toğ ćqou stŞn ĹŚra, ĽnŮ stŢc dŰo diastŘseic tŠn pallŞmenh membrŘnh. ^Eqei ąnnoia kaŢ stŠ monodiŘstath ĽkdoqŠ:

u_{tt} = c^2u_{xx} ,

Ć ČpoŢa perigrŘfei tŠn ĹpomŘkrunsh pallŞmenhc qordŔc.

4. <H diarmonikŠ ĽxŢswsh

D^2u = 0 ,

poŰ perigrŘfei tŠ jŚsh paktwmŚnhc membrŘnhc ć tŞ dunamikŞ tŔc ăqronhc roŔc Stokes. <H diarmonikŠ diatupoğtai kaŢ stŠ mŠ ČmoiogenŔ thc ĽkdoqŠ Ďc

D^2u = f ,

Żpou f Ĺpotele§ tŠn ĽxwterikŠ dŰnamh.

5. <H ĽxŢswsh Burger

u_t + uu_x = 0 , (3.5)

Ĺpotele§ tŞ ĂploŰstero montŚlo perigrafŔc tŮn kumŘtwn kroŰsewc (shock waves). EÍnai ĽpŢshc Ć ĂploŰsterh ěswc ĽxŢswsh mŚ lŰseic poŰ kajŢstantai Ĺsuneqe§c metŘ ĹpŞ peperasmŚno qrŞno, ĹnexartŠtwc toğ pŞso ČmalŚc eÍnai oĚ ĹrqikŚc sunjŔkec. >AxŢzei nŘ shmeiwje§ Żti, ĽpeidŠ oĚ lŰseic mŚ ĹsunŚqeiec prŘgmati ąqoun fusikŠ shmasŢa, eěmaste ĘpoqrewmŚnoi nŘ ČrŢsoume kaŢ Ĺsjene§c lŰseic tŔc ĹnwtŚrw ĽxisŤsewc. ^Htoi, lŰseic poŰ Ěkanopoioğn tŠn ĽxŢswsh ĘpŞ ĹsjenŚsterh ąnnoia (Ć ČpoŢa jŘ Ľxhghje§ ĹrgŞtera) kaŢ dŚn Ĺpaite§tai nŘ eÍnai diaforŢsimec. <H (3.5) Ĺpotele§ ĽpŢshc katŘllhlo montŚlo melŚthc ĹrijmhtikŮn mejŞdwn proseggizousŮn lŰseic mŚ ĹsunŚqeiec.

>EndiafŚron parousiŘzei kaŢ Ć ŊxŤdhc Burger u_t + uu_x = εu_{xx} , Żpou Ć jetikŠ stajerŘ ε ĹntiproswpeŰei tŞ ŊxŮdec (viscosity.) OĚ lŰseic tŔc ŊxŤdouc Burger proseggŢzoun, Ďc prŞc katŘllhlh nŞrma, tŢc lŰseic tŔc (3.5) kajŤc ε ↘ 0 kaŢ eÍnai pŘnta ČmalŚc. >IdiaŢtero ĽndiafŚron parousiŘzei kaŢ Ć ĽkdoqŠ tŔc (3.5) mŚ diasporŘ, gnwstŠ Ďc ĽxŢswsh Korteweg-deVries u_t + uu_x = εu_{xxx} , poŰ perigrŘfei fainŞmena ĽpifaneiakŔc tŘsewc stŠn <UdrodunamikŠ.

6. <H ĽxŢswsh ĽlaqŢstwn ĽpifaneiŮn (1 + u^2_y)u_{xx} − 2u_xu_uu_{xy} + (1 + u^2_x)u_{yy} = 0 , Ć ČpoŢa perigrŘfei tŠn ĽpifŘneia ĽlaqŢstou Ľmbadoğ stŞn IR^3, Żtan dŢdetai tŞ sŰnoro aŐtŔc. Parathre§ste Żti Ć ĹnwtŚrw Ĺpotele§ oĚoneŢ grammikŠ ĽxŢswsh deutŚrac tŘxewc dŰo metablhtŮn.

7. <H sunŘrthsh dunamikoğ taqutŠtwn φ = φ(x, y) , didiŘstathc ăqronhc, ĹdiabatikŔc, ĹstrŞbilhc, ŊsentropikŔc roŔc Ěkanopoie§ tŠn ĽxŢswsh

(1 − c^{−2}φ^2_x)φ_{xx} − 2c^{−2}φ_xφ_yφ_{xy} + (1 − c^{−2}φ^2_y)φ_{yy} = 0 , (3.6) Żpou c gnwstŠ sunŘrthsh toğ mŚtrou tŔc taqŰthtoc v = |∇φ|. GiŘ parŘdeigma stŠn perŢptwsh tŮn polutropikŮn ĹerŢwn ąqoume c^2 = 1 − γ − 1 2 q^2 , mŚ γ tŠn ĹdiabatikŠ stajerŘ p = Aρ^γ . Parathre§ste Żti Ć (3.6) parŚqei tŠn ĽxŢswsh Laplace giŘ |∇φ| << 1 .

8. StŠn perioqŠ tŮn QrhmatooikonomikŮn ParagŤgwn, Ć diashmŞterh merikŠ diaforikŠ ĽxŢswsh, eÍnai Ć ĽxŢswsh Black-Scholes (1973)

f_t + rSf_S + 1 2 σ^2S^2f_{SS} = rf ,

Ć ČpoŢa timologe§ tŘ ProairetikŘ DikaiŤmata. (Options).

9. TŚloc jŘ Êtan parŘleiyh Ć mŠ ĹnaforŘ tŮn ĽxisŤsewn Navier- Stokes ∂u_i ∂t + n∑ k=1 ∂u_i ∂x_k u_k = − 1 ρ ∂p ∂x_i + γΔu_i i = 1, . . . , n

∇ · u = ∑ k=1,...,n ∂u_k ∂x_k = 0 ,

poŰ perigrŘfoun tŠ roŠ ŊxŤdouc, mŠ sumpiestoğ Ęgroğ, sundŚontac tŠn taqŰthta u = (u_1, . . . , u_n), n = 2 ć 3, mŚ tŠn pŢesh p. VOpou γ tŞ kinhmatikŞ ŊxŮdec kaŢ ρ Ć stajerŠ puknŞthc toğ Ęgroğ.

3.3 PŮc ĽpilŰontai ĂplŚc merikŚc diaforikŚc ĽxisŤseic

^Ac doğme pŮc ĽpilŰontai kŘpoiec periptŤseic ĂplŮn merikŮn diaforikŮn ĽxisŤsewn qwrŢc tŠ qrŠsh polŰplokhc mejodologŢac.

ParadeŢgmata 1. PoiŚc u = u(x, y) oĚ Čpo§ec Ěkanopoioğn tŠn ĽxŢswsh u_x = 0 ?

<OloklhrŤntac Ďc prŞc x lambŘnoume u(x, y) = f(y) diŞti Ć u eÍnai stajerŘ Ďc prŞc x. ^Ara lŰsh tŔc u_x = 0, Ĺpotele§ kŘje suneqŮc diaforŢsimh sunŘrthsh ĽxartŤmenh mŞno ĹpŞ tŞ y.

3.3 PŮc ĽpilŰontai ĂplŚc merikŚc diaforikŚc ĽxisŤseic 37

2. NŘ breje§ Ć genikŠ lŰsh tŔc ĽxisŤsewc u_{xy} = 0.

<OloklhrŤnontac Ďc prŞc x lambŘnoume u_y = g_1(y) . TŚloc ČloklhrŤnontac Ďc prŞc y lambŘnoume u = g(y) + f(x) , Żpou f, g ∈ C^1 .

3. NŘ breje§ sunŘrthsh u Ĳste: u_{xx} = α u_{xy} = β kaŢ u_{yy} = γ , Żpou α, β, kaŢ γ stajerŚc. ^Eqoume

u_{xx} = α ⇐⇒ u_x = αx + g_1(y) ⇐⇒ u = 1 2 αx^2 + g_1(y)x + g_2(y) .

VOmwc β = u_{xy} = g^′_1(y) . ^Ara g_1(y) = βy + c_1 , ĽnŮ γ = u_{yy} = g^{′′}_2 (y) .

^Etsi loipŞn g_2(y) = 1 2 γy^2 + c_2y + c_3 .

<OpŞte Ľn tŚlei Ć lŰsh eÍnai tŔc morfŔc: u = 1 2 αx^2 + βxy + 1 2 γy^2 + c_1x + c_2y + c_3 .

4. NŘ Ľpiluje§ Ć ĽxŢswsh u_{xx} = u Żpou u = u(x, y) .

^Eqoume kaŢ ĽdŮ miŘ sunŠjh diaforikŠ ĽxŢswsh. <H lŰsh tŔc eÍnai c_1e^x+c_2e^{−x} kaŢ ĽpeidŠ oĚ stajerŚc Ĺpoteloğn Ľn gŚnei sunŘrthseic toğ y, telikŮc ąqoume u(x, y) = f(y)e^x + g(y)e^{−x} .

3.4 >ArqikŚc kaŢ sunoriakŚc sunjŔkec

OĚ diaforikŚc ĽxisŤseic - sunŠjeic kaŢ merikŚc - ąqoun Ľn gŚnei ăpeirec tŞ plŔjoc lŰseic. ProsjŠkh ĽpiplŚon sunjhkŮn mŚ fusikŠ shmasŢa, dunatŞn nŘ tŢc periorŢsei tŢc lŰseic, sŚ mŢa. MiŘ tŚtoia kathgorŢa periorismŮn eÍnai oĚ SunoriakŚc SunjŔkec. <O sunduasmŞc merikŔc diaforikŔc ĽxisŤsewc kaŢ sunoriakŮn sunjhkŮn Ĺpotele§ tŞ PrŞblhma SunoriakŮn TimŮn (PST).

TŢ morfŠ ąqoun sunŠjwc oĚ sunoriakŚc sunjŠkec?

StŠn perŢptwsh tŔc ĽxisŤsewc Laplace ć genikŞtera tŔc ĽxisŤsewc Poisson, Δu = f, tŞ prŞblhma sunoriakŮn timŮn Ĺpaite§ ĚkanopoŢhsh tŔc merikŔc diaforikŔc ĽxisŤsewc stŞ Ω kajŤc kaŢ ĚkanopoŢhsh miĞc ĹpŞ tŢc piŞ kŘtw sunjŔkec:

1. ^An ĽpŢ toğ ∂Ω dŢdetai tŞ u tŞte ąqoume sunoriakŠ sunjŠkh Dirichlet.

2. ^An ĽpŢ toğ ∂Ω dŢdetai tŞ ∂u/∂ν, dhladŠ Ć parŘgwgoc tŔc u mŚ kateŰjunsh ĽxwterikŠ kŘjeto prŞc tŞ sŰnoro, tŞte ąqoume sunoriakŠ sunjŠkh Neumann.

3. ^An ĽpŢ toğ ∂Ω dŢdetai grammikŞc sunduasmŞc tŮn u kaŢ ∂u/∂ν, dhladŠ g = αu + β∂u/∂ν , mŚ α^2 + β^2 ≠ 0, tŞte ąqoume sunjŠkh Robin.

3.4 >ArqikŚc kaŢ sunoriakŚc sunjŔkec 39

<H ĚkanopoŢhsh tŔc ĽxisŤsewc Laplace mŚ sunoriakŚc sunjŔkec Dirichlet ĹpŞ tŠn u, pro˛pojŚtei Żti u ∈ C^2(Ω)∩C(Ω̄). StŠn perŢptwsh tŮn problhmŘtwn Neumann kaŢ Robin, pro˛potŢjetai Żti u ∈ C^2(Ω)∩C^1(Ω̄) kaŢ ĽpŢ plŚon pro˛pojŚtoun Żti tŞ sŰnoro toğ Ω eÍnai C^1.

MiŘ ăllh kathgorŢa sunjhkŮn poŰ sunodeŰoun tŢc merikŚc diaforikŚc ĽxisŤseic, Ĳste nŘ Ľxasfalisje§ monadikŞthta tŮn lŰsewn, eÍnai oĚ >ArqikŚc SunjŔkec. AŐtŚc eÍnai oĚ sunjŔkec poŰ perigrŘfoun tŢc timŚc zhtoŰmenhc sunartŠsewc sŚ sugkekrimŚno qronikŞ shme§o, tŞn ĹrqikŞ sunŠjwc qrŞno (giŘ problŠmata poŰ periŚqoun tŞ qrŞno.) OĚ ĹrqikŚc sunjŔkec loipŞn, sunodeŰoun tŘ problŠmata stŘ Čpo§a ĘpeisŚrqetai Č qrŞnoc. AŐtŘ tŘ problŠmata ŃnomŘzontai >ExeliktikŚc DiadikasŢec. <O sunduasmŞc merikŮn diaforikŮn ĽxisŤsewn kaŢ ĹrqikŮn timŮn mĞc dŢdoun tŘ ProblŠmata >ArqikŮn TimŮn (PAT).

ParadeŢgmata

1. StŠn perŢptwsh tŔc ĽxŢswsewc tŔc jermŞthtac, sunŠjhc diatŰpwsh problŠmatoc ĹrqikŮn timŮn eÍnai u_t = κDu , x ∈ IR^n, t > 0 , u(x, 0) = u_0(x) .

<H sunŘrthsh u_0 Ĺpotele§ tŠn katanomŠ jermokrasŢac katŘ tŠ qronikŠ stigmŠ t = 0.

2. GiŘ tŠn ĽxŢswsh kŰmatoc, ąqoume tŠn ĄxŔc morfŠ problŠmatoc ĹrqikŮn timŮn:

u_{tt} = c^2Du , x ∈ IR^n, t > 0 , u(x, 0) = f(x) , u_t(x, 0) = g(x) . >EdŮ ąqoume dŰo ĹrqikŘ dedomŚna. TŠn ĹrqikŠ ĹpomŘkrunsh ĹpŞ tŠ jŚsh ŊsorropŢac f kaŢ tŞn ĹrqikŞ rujmŞ metabolŔc tŔc ĹpomakrŰnsewc g .

<UpŘrqoun bebaŢwc kaŢ ălla eědh sunjhkŮn poŰ ĽxasfalŢzoun tŠ monadikŞthta. VEna tŚtoio parŘdeigma eÍnai Č sunduasmŞc ĹrqikŮn kaŢ sunoriakŮn sunjhkŮn, Żpwc faŢnetai stŞ piŞ kŘtw prŞblhma ĹrqikŮn/sunoriakŮn timŮn: u_t = κu_{xx}, t > 0 u(x, 0) = f(x), x ∈ (0, 1) , u(0, t) = u(1, t) = 0, t > 0 , giŘ tŠ monodiŘstath ĽxŢswsh jermŞthtoc.

3.5 TaxinŞmhsh tŮn ĽxisŤsewn deutŚrac tŘxewc

TŞ megalŰtero mŚroc tŔc bibliografŢac tŮn merikŮn diaforikŮn ĽxisŤsewn Ĺsqole§tai mŚ ĽxisŤseic deutŚrac tŘxewc. AŐtŚc stŠn grammikŠ touc ĽkdoqŠ, dŰo metablhtŮn grŘfontai Ďc:

au_{xx} + bu_{xy} + cu_{yy} + du_x + eu_y + fu + g = 0 , (3.7) Żpou oĚ suntelestŚc a, b, c, d, e, f kaŢ Č mŠ ČmoiogenŠc Żroc g eÍnai suneqe§c sunartŠseic tŮn x kaŢ y. <OrŢzoume Ďc D = b^2 − 4ac tŠ diakrŢnousa tŔc (3.7). ^Eqoume tŠn ĄxŔc taxinŞmhsh:

1. ^An D < 0 tŞte lŚgetai Żti Ć ĽxŢswsŠ mac eÍnai ĽlleiptikŠ. 2. ^An D = 0 tŞte lŚgetai Żti Ć ĽxŢswsŠ mac eÍnai parabolikŠ. 3. ^An D < 0 tŞte lŚgetai Żti Ć ĽxŢswsŠ mac eÍnai ĘperbolikŠ.

<H ĹnwtŚrw taxinŞmhsh ąqei ąnnoia ĹkŞmh kaŢ stŠn perŢptwsh tŮn oĚoneŢ grammikŮn ĽxisŤsewn au_{xx} + bu_{xy} + cu_{yy} + d = 0 ,

3.5 TaxinŞmhsh tŮn ĽxisŤsewn deutŚrac tŘxewc 41

Żpou tŘ a, b, c kaŢ d eÍnai sunartŠseic tŮn x, y, u, u_x kaŢ u_y. ParadeŢgmata 1. <H ĽxŢswsh Laplace Δu = u_{xx} + u_{yy} = 0 , Ĺpotele§ tŞ klassikŞtero parŘdeigma ĽlleiptikŔc ĽxisŤsewc.

2. <H ĽxŢswsh jermŞthtac u_t = κu_{xx} , eÍnai parabolikŠ. >Apotele§ dŚ tŞ qarakthristikŞtero parŘdeigma parabolikŔc ĽxisŤsewc.

3. TŞ dŚ klassikŞtero parŘdeigma ĘperbolikŔc ĽxisŤsewc Ĺpotele§ Ć ĽxŢswsh kŰmatoc u_{tt} = c^2u_{xx} .

4. <UpŘrqei Żmwc kaŢ tŞ ĽndeqŞmeno Ć taxinŞmhsh nŘ ĽxartĞtai ĹpŞ tŢc ĽleŰjerec metablhtŚc. ^Estw Ć ĽxŢswsh (x^2 − 1)u_{xx} − 2yu_{xy} − u_{yy} = 0 (3.8) ČpŞte D = 4(x^2 + y^2 − 1) .

ProkŰptoun loipŞn tŘ ĄxŔc ĘposŰnola toğ IR^2: C_1 = { (x, y) | x^2 + y^2 < 1 } Żpou Ć (3.8) eÍnai ĽlleiptikŠ. C_2 = { (x, y) | x^2 + y^2 = 1 } Żpou Ć (3.8) eÍnai parabolikŠ. C_3 = { (x, y) | x^2 + y^2 > 1 } Żpou Ć (3.8) eÍnai ĘperbolikŠ.

42 KefŘlaio 3. EŊsagwgŠ stŢc merikŚc diaforikŚc ĽxisŤseic

ShmeiwtŚon Żti stŢc oĚoneŢ grammikŚc ĽxisŤseic, Ć taxinŞmhsh ĽndŚqetai nŘ ĽxartĞtai kaŢ ĹpŞ tŢc timŚc tŔc lŰsewc. >AskŠseic 3.5

1. PoiŘ Ć genikŞterh dunatŠ morfŠ oĚoneŢ grammikŔc merikŔc diaforikŔc ĽxisŤsewc deutŚrac tŘxewc?

2. PŮc miŘ mŠ grammikŠ ĽxŢswsh kajŢstatai oĚoneŢ grammikŠ mŚsw miĞc paragwgŢsewc?

3. PoiŚc sunartŠseic u = u(x, y) Ěkanopoioğn tŠn u_{xx} + u = 0? 4. NŘ breje§ Ć genikŠ lŰsh tŔc ĽxisŤsewc u_{xyz} = 0 dojŚntoc Żti u = u(x, y, z) .

5. NŘ breje§ Ć genikŠ lŰsh tŔc ĽxisŤsewc u_{xxyy} = 0 dojŚntoc Żti u = u(x, y) .

KefŘlaio 4 JewrŢa katanomŮn

4.1 KatanomŚc kaŢ Ĺsjene§c lŰseic

StŠn perŢptwsh toğ problŠmatoc sunoriakŮn timŮn Dirichlet^1: Lu = f stŞ Ω ∂^βu = 0 ĽpŢ toğ ∂Ω giŘ kŘje |β| < m ,

(4.1)

ŊsqŰei Ć ĄxŔc sunŚpeia toğ tŔc (2.12): ∫ Ω f v dx = ∫ Ω u L^∗v dx , (4.2) giŘ kŘje v ∈ C^m_0 (Ω). <O piŞ pŘnw tŰpoc ČrŢzei tŢc Ĺsjene§c lŰseic tŔc ĽxisŤsewc Lu = f.

SugkekrimŚna: MiŘ topikŘ ČloklhrŤsimh sunŘrthsh u ŃnomŘzetai ĹsjenŠc lŰsh tŔc ĽxisŤsewc Lu = f ăn Ěkanopoie§ tŠn (4.2) giŘ kŘje v ∈ C^m_0 (Ω).

1>IsodŰnama grŘfetai Ďc Lu = f stŞ Ω ∂^k_ν u = 0 ĽpŢ toğ ∂Ω giŘ kŘje k < m .

Żpou ∂_ν = ∂/∂ν .

<H ąnnoia tŔc Ĺsjenoğc lŰsewc, stŠn ČpoŢa jŘ ĽpanŚljoume, genikeŰetai stŠn ąnnoia tŔc lŰsewc katanomŔc, Ć ČpoŢa dŚn eÍnai ĹparaŢthta sunŘrthsh, ĹllŘ grammikŞ sunarthsoeidŚc. GiŘ nŘ ČrŢsoume tŢc genikeumŚnec aŐtŚc sunartŠseic xekinoğme ĹpŞ tŠn perŢptwsh Żpou prŘgmati aŐtŚc eÍnai sunartŠseic.

^Estw f ∈ L^1_{loc}(Ω), tŞte ČrŢzetai Ć grammikŠ ĹpeikŞnish f[φ] = ∫ Ω f(x) φ(x) dx , (4.3) giŘ kŘje φ ∈ D = C^∞_0 (Ω). TŞ ĹnwtŚrw ČloklŠrwma ČrŢzei Źna grammikŞ sunarthsoeidŚc, ćtoi miŘ grammikŠ ĹpeikŞnish ĹpŞ tŞ sŰnolo tŮn sunartŠsewn dokimŔc D, stŞ sŰnolo tŮn pragmatikŮn ĹrijmŮn. ^An Ć f eÍnai suneqŠc tŞte oĚ timŚc toğ sunarthsoeidoğc f[φ], stŢc diŘforec sunartŠseic dokimŔc, ČrŢzoun monosŠmanta tŠn f. (PŮc?) ^An tŤra Ć f Êtan suneqŮc diaforŢsimh tŞte giŘ kŘje sunŘrthsh dokimŔc jŘ eěqame Żti ∫ Ω f(x) D_{xk} φ(x) dx = − ∫ Ω D_{xk} f(x) φ(x) dx . <H ĹnwtŚrw paratŠrhsh mĞc ĽpitrŚpei nŘ ČrŢsoume tŠ parŘgwgo oĚoudŠpote sunarthsoeidoğc. ^Estw f : D → IR grammikŞ sunarthsoeidŚc, ČrŢzoume tŠn merikŠ tou parŘgwgo ∂_{xk} f, Ďc tŞ sunarthsoeidŚc poŰ dŢdetai ĹpŞ tŞ dexiŞ mŚloc tŔc D_{xk} f[φ] = −f[D_{xk} φ] , giŘ φ ∈ D. TŘ grammikŘ sunarthsoeidŔ ĽpŢ toğ D, dhladŠ tŞ sŰnolo Żlwn tŮn grammikŮn sunartŠsewn ĹpŞ tŞ D stŞ IR, Ĺpoteloğn sŰnolo polŰ megalŰtero ĹpflŻti qreiazŞmaste. VEnac eŊdikŞc ĘpŞqwroc, ĽfodiasmŚnoc mŚ topologikŚc ŊdiŞthtec^2, eÍnai Č qŮroc tŮn katanomŮn:

2<O qŮroc D = C^∞_0 (Ω) ĽfodiŘzetai mŚ domŠ Grammikoğ Topologikoğ QŮrou mŚ bŘsh perioqŮn toğ mhdenŞc ĹpoteloŰmenh ĹpŞ tŘ sŰnola U_N , N ∈ IN Żpou U_N = {φ ∈ D | suppφ ⊆ K_N kaŢ |∂^αφ(x)| < 1/N giŘ kŘje |α| ≤ N } , Żpou K_N , N ∈ IN, sumpagŔ ĘposŰnola toğ Ω giŘ tŘ Čpo§a ∪_{N∈IN} K_N = Ω kaŢ K_N ⊂ K_{N +1} giŘ kŘje N ∈ IN, ĽnŮ suppφ, Č forŚac tŔc φ, poŰ ČrŢzetai Ďc Ć kleistŠ jŠkh toğ ĘposunŞlou toğ Ω stŞ Čpo§o Ć φ dŚ mhdenŢzetai. <O D kajŢstatai, mŚ tŠn ĹnwtŚrw domŠ, QŮroc Fréchet (ćtoi: TopikŘ kurtŞc kaŢ plŠrhc Ďc prŞc ĹnalloŢwth metrikŠ.)

<OrismŞc 4.1.1 KatanomŠ (distribution) ĽpŢ toğ W eÍnai Źna grammikŞ sunarthsoeidŚc

f : D = C^∞_0 (Ω) −→ IR ,

tŞ Čpo§o eÍnai suneqŚc ĘpŞ tŠn ĄxŔc ąnnoia: ^Estw {φ_n}_{n∈IN} ĹkoloujŢa sunartŠsewn dokimŔc, tŞte

lim_{n→∞} f[φ_n] = 0 ,

dojŚntoc Żti:

1. OĚ φ_n mhdenŢzontai ĽktŞc toğ ŊdŢou sumpagoğc ĘposunŞlou K toğ W kaŢ

2. GiŘ kŘje poludeŢkth α

lim_{n→∞} ∂^αφ_n = 0 ,

ČmoiŞmorfa.

TŞ sŰnolo tŮn katanomŮn ĽpŢ toğ W sumbolŢzetai mŚ D^′(W), ć ĂplŮc D^′, Żtan dŚn ĘpŘrqei kŢndunoc paranoŠsewc.

KŘje suneqŠc kaŢ genikŞtera topikŘ ČloklhrŤsimh sunŘrthsh f, ČrŢzei miŘ katanomŠ, tŠn

u_f [φ] = ∫ Ω f(x) φ(x) dx . PrŘgmati, ąstw f ∈ L^1_{loc}(Ω) kaŢ {φ_n}_{n∈IN} ĹkoloujŢa sunartŠsewn dokimŔc plhroŰsa tŢc pro˛pojŚseic toğ prohgoumŚnou Črismoğ kaŢ mhdenizomŚnwn ĽktŞc toğ sumpagoğc K ⊂ Ω, tŞte ąqoume

|u_f [φ_n]| = | | | | ∫ K f(x) φ_n(x) dx | | | | ≤ ∫ K |f(x)| |φ_n(x)| dx ≤ (∫ K |f(x)| dx ) max_{x∈K} |φ_n(x)| .

TŞ dexiŞ mŚloc tŔc teleutaŢac teŢnei stŞ mhdŚn. (GiatŢ?) KatanomŠ ČrŢzei kaŢ kŘje mŚtro Borel μ, ĽpŢ toğ Ω. ^An μ Źna tŚtoio, tŞte tŞ sunarthsoeidŚc u_μ[φ] = ∫ Ω φ dμ , ąqei Żlec tŢc ŊdiŞthtec toğ ĹnwtŚrw Črismoğ.

>IdiaŢtero ĽndiafŚron parousiŘzei Ć sunŘrthsh Dirac mŚ ŊdiomorfŢa stŞ ξ, poŰ ČrŢzetai Ďc δ_ξ[φ] = φ(ξ) , giŘ ξ ĽntŞc toğ Ω. <H ĹnwtŚrw, Ć ČpoŢa prŘgmati ČrŢzei katanomŠ Żpwc eękola Ľxakriboğtai, dŚn mpore§ nŘ Črisje§ mŚsw topikŘ ČloklhrŤsimhc sunartŠsewc. DŢdetai dŚ kaŢ ĹpŞ tŠn ĄxŔc sumbolikŠ grafŠ: δ_ξ[φ] = ∫ Ω δ_ξ(x) φ(x) dx . FusiologikŘ ČrŢzetai kaŢ ŊsŞthta tŮn katanomŮn:

OĚ katanomŚc f kaŢ g eÍnai ěsec ăn f[φ] = g[φ] giŘ kŘje φ ∈ D. >IdiaitŚrwc: ^An D ĹnoiktŞ ĘposŰnolo toğ Ω, tŞte lŚgetai Żti oĚ katanomŚc f kaŢ g sumfwnoğn stŞ D ăn f[φ] = g[φ] giŘ kŘje φ mŚ forŚa ĽntŞc toğ D.

<OrismŞc 4.1.2 MiŘ katamonŠ u ∈ D^′(W) ŃnomŘzetai parastŘsimh ĹpŞ topikŘ ČloklhrŤsimh sunŘrthsh, ăn ĘpŘrqei f ∈ L^1_{loc}(W) Ĳste giŘ kŘje φ ∈ C^∞_0 (W) nŘ ŊsqŰei u = u_f ć u[φ] = ∫ Ω f(x) φ(x) dx .

ParathrŠseic

1. ^An ĘpŘrqei tŚtoia f tŞte aŐtŠ eÍnai monadikŠ stŞn qŮro L^1_{loc}(Ω).

2. <O ĹnwtŚrw ČrismŞc jŘ mporoğse eŐkola nŘ tropopoihje§ gŢa katanomŚc parastŘsimec ĹpŞ suneqe§c ć C^m ć C^ω sunartŠseic.

^An tŤra u katanomŠ tŞte Ć parŘgwgoc aŐtŔc D_{xk} u , ČrŢzetai, Żpwc eědame kaŢ prŢn, Ďc tŞ grammikŞ sunarthsoeidŚc D_{xk} u[φ] = −u[D_{xk} φ] . >ApodeiknŰetai eękola kaŢ aŐtŠ Żti eÍnai ĽpŢshc katanomŠ. GenikŞtera ČrŢzoume diadoqikŘ D^αu[φ] = (−1)^{|α|}u[D^αφ] . ^An tŤra ψ ∈ C^∞(Ω) mporoğme nŘ ČrŢsoume kaŢ tŠn katanomŠ ψ u[φ] = u[ψφ] , ĹpflŻpou prokŰptei fusiologikŘ (blŚpe (2.12) ) kaŢ Č ČrismŞc tŔc katanomŔc Lf, Ďc Lf[φ] = f[L^∗φ] , mŚ L = ∑ |α|≤m ca(x)D α kaŢ c_α ∈ C^∞(Ω).

^An Ć katanomŠ u eÍnai parastŘsimh ĹpŞ topikŘ ČloklhrŤsimh sunŘrthsh f, tŞte dŚn shmaŢnei Żti kaŢ Ć merikŠ thc parŘgwgoc D_{xk} u eÍnai ĽpŢshc parastŘsimh ĹpŞ topikŘ ČloklhrŤsimh sunŘrthsh. ^An Żmwc Ć D_{xk} u eÍnai prŘgmati parastŘsimh ĹpŞ tŠn topikŘ ČloklhrŤsimh sunŘrthsh g tŞte Ć g ŃnomŘzetai ĹsjenŠc parŘgwgoc tŔc f. ShmantikŠ ŊdiŞthta tŮn katanomŮn eÍnai tŞ gegonŞc Żti eÍnai topikŘ peperasmŚnhc tŘxewc:

PrŞtash 4.1.1 ^Estw u katanomŠ stŞ W kaŢ K sumpagŚc ĘposŰnolo toğ W. TŞte ĘpŘrqei fusikŞc n kaŢ jetikŠ stajerŘ c Ĳste: |u[φ]| ≤ c ∑ |α|≤n max_{x∈K} |D^αφ(x)| (4.4)

giŘ kŘje φ ∈ C^∞_0 (W) tŔc ČpoŢac Č forŚac periŚqetai stŞ K.

>ApŞdeixh :

^An dŚn ěsque tŞte giŘ kŘje n fusikŞ, jŘ ĘpŔrqe ψ_n, sunŘrthsh dokimŔc, Ĳste: |u[ψ_n]| > n ∑ |α|≤n max_{x∈K} |D^αψ_n(x)| . ^Estw φ_n = ψ_n/|u[ψ_n]|. TŞte D^αφ_n → 0 giŘ kŘje poludeŢkth α, ĹllŘ f[φ_n] = 1 tŞ Čpo§o eÍnai ătopo. 2. StŠn pragmatikŞthta oĚ katanomŚc - topikŘ - Ĺpoteloğn paragŤgouc suneqŮn sunartŠsewn:

JeŤrhma 4.1.2 ^Estw u katanomŠ stŞ W kaŢ K sumpagŚc ĘposŰnolo toğ W. TŞte ĘpŘrqei poludeŢkthc α kaŢ suneqŠc sunŘrthsh g Ĳste: u[φ] = ∫ Ω (−1)^{|α|}g(x)D^αφ(x) dx , giŘ kŘje sunŘrthsh dokimŔc φ tŔc ČpoŢac Č forŚac periŚqetai stŞ K.

>ApŞdeixh : BlŚpe W.Rudin, Functional Analysis. 2. ShmeiwtŚon Żti tŞ ĹnwtŚrw ŊsqŰei mŞno topikŘ. GiŘ parŘdeigma tŞ grammikŞ sunarthsoeidŚc: u[φ] = ∞∑ n=1 φ^{(n)}(n) , Żpwc eękola diapistoğtai, ČrŢzei katanomŠ ĽpŢ toğ IR, Ć ČpoŢa dŚn Ĺpotele§ parŘgwgo (ĘpŞ tŠn ąnnoia tŮn katanomŮn) kamiĞc suneqoğc sunartŠsewc. [BlŚpe ăskhsh 13 stŠ selŢda 54.]

FusiologikŘ prokŰptei kaŢ Č ČrismŞc tŔc - Ĺsjenoğc^3 - sugklŢsewc tŮn katanomŮn:

3<H ŊsqurŘ sŰgklish katanomŮn ČrŢzetai Ďc ĄxŔc:

<OrismŞc 4.1.4 ^Estw u_n, n ∈ IN, u katanomŚc ĽpŢ toğ W. LŚgetai Żti lim n→+∞ un = u , giŘ kŘje φ ∈ D(Ω) .

JŘ mĞc ĹpasqolŠsoun oĚ katanomŚc poŰ Ĺpoteloğn lŰseic tŔc ĽxisŤsewc Lu = δ_ξ . AŐtŚc ŃnomŘzontai JemeliŤdeic LŰseic tŔc ĽxisŤsewc Lu = 0 mŚ pŞlo ξ toğ telestoğ L. OĚ katanomŚc aŐtŚc, Żpwc jŘ doğme ĹrgŞtera, gennoğn tŢc lŰseic tŔc ĹntŢstoiqhc mŠ Čmoiogenoğc ĽxisŤsewc Lv = f, mŚsw sunelŢxewn. ^An w = v ∗ f tŞte sumbolikŘ Lw = L(v ∗ f) = Lv ∗ f = δ_ξ ∗ f = f(ξ) . ^An tŤra v sunŠjhc lŰsh tŔc Lv = 0 kaŢ u jemeliŤdhc, tŞte tŞ ăjroisma tŮn dŰo eÍnai ĽpŢshc jemeliŤdhc lŰsh. EÍnai ĹxioshmeŢwto <OrismŞc 4.1.3 ^Estw u_n, n ∈ IN, u katanomŚc ĽpŢ toğ W. LŚgetai Żti lim n→+∞ u_n = u , ăn lim n→+∞ u_n[φ] = u[φ] , ČmoiŞmorfa sŚ kŘje ĘposŰnolo E toğ D toğ ČpoŢou tŘ stoiqe§a mhdenŢzontai ĽktŞc koinoğ sumpagoğc ĘposunŞlou K toğ Ω kaŢ Żlec oĚ merikŚc touc parŘgwgoŢ ąqoun koinŘ ĹpŞluta frŘgmata. ^Htoi:

|D^αφ(x)| ≤ M_α < +∞ giŘ kŘje poludeŢkth α kaŢ x ∈ K . giŘ kŘje φ ∈E.

Żti miŘ sugkekrimŚnh katanomŠ eÍnai polŰ suqnŘ ČrŢsimh ĽpŢ polŰ genikotŚrwn sunartŠsewn ĹpŞ aŐtŚc toğ qŤrou D. GiŘ parŘdeigma oĚ sunartŠseic Dirac eÍnai ČrŢsimec ĽfflŻlwn tŮn suneqŮn sunartŠsewn. ParomoŢwc, ăn u topikŘ ČloklhrŤsimh kaŢ L = ∑ |α|≤m cα(x)Dα mŚ c_α ∈ C^{|α|}(Ω), tŞte Ć Lu[φ] eÍnai ČrŢsimh giŘ kŘje φ ∈ C^m(Ω̄). AŐtŠ Ć paratŠrhsh mĞc ĽpitrŚpei nŘ ČrŢsoume Ľk nŚou tŠn ąnnoia tŔc Ĺsjenoğc lŰsewc:

<OrismŞc 4.1.5 ^Estw L =^∑_{|α|≤m} c_α(x)D^α kaŢ c_α ∈ C^{|α|}(W̄), giŘ kŘje |α| ≤ m. <H topikŘ ČloklhrŤsimh sunŘrthsh u ŃnomŘzetai ĹsjenŠc lŰsh tŔc ĽxisŤsewc Lu = f ăn ∫ W f φ dx = ∫ W u L^∗φ dx , giŘ kŘje φ ∈ C^m_0 (W).

ParadeŢgmata

1. ^Estw u ∈ D^′(IR) kaŢ u^′ = 0 ĘpŞ tŠn ąnnoia tŮn katanomŮn, tŞte ĘpŘrqei c ∈ IR Ĳste u = c . DhladŠ Ć u eÍnai parastŘsimh diŘ tŔc stajerĞc sunartŠsewc, f(x) = c.

>ApŞdeixh :

^Estw Żti u^′ = 0, ć u[φ^′] = 0 giŘ kŘje sunŘrthsh dokimŔc φ. ^Estw tŤra φ_1 ∈ C^∞_0 (IR) Ĳste ∫_{+∞} −∞ φ_1(x) dx = 1 . TŚtoia φ_1 ĘpŘrqei. (GiatŢ?) ^An tŤra φ tuqoŰsa sunŘrthsh dokimŔc, tŞte Ć sunŘrthsh ζ poŰ ČrŢzetai Ďc ζ(x) = ∫ x −∞ φ(ξ) dξ − (∫_{+∞} −∞ φ(ξ) dξ ) ∫ x −∞ φ_1(ξ) dξ eÍnai ĽpŢshc sunŘrthsh dokimŔc (giatŢ?) kaŢ paragwgizŞmenh dŢdei:

ζ^′(x) = φ(x) − (∫_{+∞} −∞ φ(ξ) dξ ) φ_1(x) .

^Ara u[ζ^′] = 0 kaŢ Ďc Ľk toŰtou u[φ] = (∫_{+∞} −∞ φ(ξ) dξ ) u[φ_1] = ∫_{+∞} −∞ c φ(ξ) dξ , Żpou c = u[φ_1] . ^Ara prŘgmati Ć u eÍnai parastŘsimh diŘ tŔc stajerĞc c.

2. TŞ ĹnwtŚrw genikeŰetai: ^An u katanomŠ kaŢ u^{(n)} = 0, tŞte Ć u eÍnai parastŘsimh diŘ poluwnŰmou bajmoğ tŞ polŰ n − 1 . AŐtŞ ĹpodeiknŰetai ĽpagwgikŘ Ĺfoğ parathrhje§ Żti u^{(n+1)} = (u^{(n)})^′ .

3. >EpŢshc genikeŰetai stŢc pollŚc diŘstaseic: ^An u ∈ calD^′(Ω) kaŢ ∇u = 0 ĘpŞ tŠn ąnnoia tŮn katanomŮn, tŞte u = c . [BlŚpe ăskhsh 5.]

4. ^An u ∈ D^′(IR) kaŢ u^′ = u tŞte Ć u parastŘsimh ĹpŞ sunŘrthsh tŔc morfŔc f(x) = ce^x. [BlŚpe ăskhsh 10.]

5. ^Estw L = d/dx kaŢ Ω = IR. ^An tŤra u(x) =^1_2 sgn(x), tŞte giŘ φ ∈ C^∞_0 ąqoume

u^′[φ] = − ∫_{+∞} −∞ 1 2 sgn(x) φ^′(x) dx = 1 2 ∫_0 −∞ φ^′(x) dx − 1 2 ∫_{+∞} 0 φ^′(x) dx = 1 2 φ(0) − 1 2 (−φ(0)) = φ(0)

= δ_0(φ)

GenikŞtera ăn u(x) =^1_2 sgn(x − ξ), tŞte u^′ = δ_ξ.

6. ParomoŢwc, ăn u(x) =^1_2 |x − ξ| tŞte u^{′′} = δ_ξ.

7. ^An f suneqŠc stŞ IR kaŢ c stajerŘ, tŞte Ć sunŘrthsh u(x, t) = f(x − ct) Ĺpotele§ ĹsjenŔ lŰsh tŔc ĽxisŤsewc u_t + cu_x = 0 .

PrŘgmati, eŊsŘgontac tŞ sŰsthma suntetagmŚnwn, ξ = x − ct kaŢ η = x tŞte jŘ ąqoume ∂_t + c∂_x = c∂_η kaŢ c dx dt = dξ dη. <OpŞte ∫_{+∞} −∞ ∫_{+∞} −∞ (u_t + cu_x)φ dx dt = − ∫_{+∞} −∞ ∫_{+∞} −∞ u(φ_t + cφ_x)dx dt = − 1 c ∫_{+∞} −∞ ∫_{+∞} −∞ u φ_η dξ dη = − 1 c ∫_{+∞} −∞ ∫_{+∞} −∞ f(ξ) φ_η dξ dη . ^An φ = ψ(ξ)ϑ(η) tŞte tŞ ĹnwtŚrw ČloklŠrwma mhdenŢzetai diŞti: ∫_{+∞} −∞ ∫_{+∞} −∞ f(ξ) φ_η dξ dη = ∫_{+∞} −∞ ∫_{+∞} −∞ f(ξ) ψ(ξ) ϑ^′ (η) dξ dη = ∫_{+∞} −∞ f(ξ) dξ ∫_{+∞} −∞ ϑ^′(η) dη = 0 DojŚntoc Żti kŘje φ ∈ D Ĺpotele§ Żrio grammikoğ sunduasmoğ tŚtoiwn, lambŘnoume tŞ zhtoŰmeno.

8. Parathre§ste Żti tŞ grammikŞ sunarthsoeidŚc u[φ] = ∞∑ n=1 φ^{(n)}(1/n) , (4.5) Ĺpotele§ katanomŠ stŞ (0, +∞), ĹllŘ čqi kaŢ stŞ IR . StŠn pragmatikŞthta tŞ ĹristerŞ mŚloc tŔc (4.5) dŚn eÍnai kăn ČrŢsimo giŘ kŘje φ ∈ D.

>AskŠseic 4.1

4.1 KatanomŚc kaŢ Ĺsjene§c lŰseic 53

1. ^An Ć katanomŠ u ∈D^′(Ω) eÍnai parastŘsimh ĹpŞ suneqŔ sunŘrthsh tŞte eÍnai parastŘsimh ĹpŞ monadikŠ suneqŔ sunŘrthsh f. PŮc mporoğme nŘ broğme tŢc timŚc tŔc f ĽntŞc stŞ Ω?

2. DeŢxate Żti miŘ jemeliŤdhc lŰsh toğ telestoğ L = d^n/dx^n mŚ pŞlo tŞ ξ, eÍnai Ć sunŘrthsh u(x) = 1 2(n − 1)! (x − ξ)^{n−1}sgn(x − ξ) .

3. (SunŚqeia) DeŢxate Żti Ć u eÍnai jemeliŤdhc lŰsh toğ telestoğ d^n/dt^n mŚ pŞlo ξ ăn kaŢ mŞno ăn eÍnai tŔc morfŔc u(x) = 1 2(n − 1)! (x − ξ)^{n−1}sgn(x − ξ) + p(x) , Żpou p(x) poluŤnumo bajmoğ tŞ polŰ n − 1.

4. ^An u katanomŠ kaŢ u^{(n)} = 0, tŞte Ć u eÍnai parastŘsimh diŘ poluwnŰmou bajmoğ tŞ polŰ n − 1 .

<UpŞdeixh : AŐtŞ ĹpodeiknŰetai ĽpagwgikŘ Ĺfoğ parathrhje§ Żti u^{(n+1)} = (u^{(n)})^′ .

5. ^An u ∈ calD^′(Ω) kaŢ ∇u = 0 ĘpŞ tŠn ąnnoia tŮn katanomŮn, tŞte u = c . 6. ^An f, g ∈ C(IR) tŞte u = f(x + ct) + g(x − ct) ĹsjenŠc lŰsh tŔc ĽxisŤsewc kŰmatoc u_{tt} = c^2u_{xx}.

7. ^Estw τ_h : D^′ → D^′ Č grammikŞc telestŠc poŰ ČrŢzetai Ďc τ_hu[φ] = u[τ_{−h}φ] , Żpou τ_hφ(x) = φ(x ∗ h) . ^Estw tŤra u katanomŠ Ěkanopoioğsa tŠn τ_hu = u giŘ kŘje h ∈ IR. DeŢxate Żti Ć u eÍnai parastŘsimh diŘ stajerĞc.

8. ^Estw f ∈ C(IR) kaŢ u_h(x) = (f(x + h) − f(x))/h. DeŢxate Żti u_h −→ f^′ , (4.6) kajŤc h → 0, Ďc katanomŚc.

54 KefŘlaio 4. JewrŢa katanomŮn

9. (SunŚqeia) NŘ diatupwje§ kaŢ nŘ Ĺpodeiqje§ ĹnŘlogh tŔc (4.6) Żtan Ć f Ĺntikatastaje§ ĹpŞ sunŘrthsh Dirac.

10. DeŢxate Żti ăn u ∈ D^′(IR) kaŢ u^′ = u tŞte ĘpŘrqei c ∈ IR Ĳste Ć u nŘ eÍnai parastŘsimh diŘ tŔc sunartŠsewc f(x) = ce^x .

11. ^Estw L = ∑_n k=0 a_kD^k, sunŠjhc diaforikŞc telestŠc, mŚ a_k, k = 0, . . ., n, stajerŚc, a_n ≠ 0 kaŢ D = d/dt. ^An tŤra u ∈D^′(IR) mŚ Lu = 0, tŞte Ć u eÍnai parastŘsimh ĹpŞ lŰsh tŔc ĹntŢstoiqhc sujŠjouc diaforikŔc ĽxisŤsewc.

12. DeŢxate Żti tŞ grammikŞ sunarthsoeidŚc u[φ] = ∞∑ n=1 φ^{(n)}(1/n) , Ĺpotele§ katanomŠ stŞ (0, +∞), ĹllŘ čqi kaŢ stŞ IR .

13. DeŢxate Żti tŞ grammikŞ sunarthsoeidŚc: u[φ] = ∞∑ n=1 φ^{(n)}(n) , ČrŢzei katanomŠ ĽpŢ toğ IR Ć ČpoŢa dŚn Ĺpotele§ parŘgwgo (ĘpŞ tŠn ąnnoia tŮn katanomŮn) kammiĞc suneqoğc sunartŠsewc.

KefŘlaio 5

OĚoneŢ grammikŚc ĽxisŤseic prŤthc tŘxewc

VOpwc ąqoume ćdh de§ eÍnai oĚ ĽxisŤseic tŔc morfŔc a_1(x, u)u_{x1} + . . . + a_n(x, u)u_{xn} = b(x, u) . Żpou x = (x_1, . . . , x_n). StŠn paroŰsa ĄnŞthta jŘ melethje§ Ć morfŠ tŮn lŰsewn kaŢ ĹkoloŰjwc pŮc mpore§ nŘ diatupwje§ katŘllhlo prŞblhma poŰ ĹpolambŘnei ĘpŘrxewc kaŢ monadikŞthtoc. <H monadikŞthc prokŰptei ĹpŞ tŠn prosjŠkh katallŠlwn dedomŚnwn, tŮn DedomŚnwn Cauchy. (Cauchy data.) >EpŢshc jŘ Ĺnaptuqje§ Ć mejodologŢa ĽpilŰseŤc touc.

>ArqŢzoume mŚ miŘ ĂplŠ perŢptwsh:

5.1 GrammikŚc ĽxisŤseic mŚ stajeroŰc suntelestŚc

AŐtŚc stŢc dŰo metablhtŚc, stŠn ČmoiogenŔ touc ĽkdoqŠ grŘfontai Ďc

αu_x + βu_y = 0 , (5.1)

Żpou α^2 + β^2 ≠ 0. PiŞ kŘtw jŘ doğme poiŘ morfŠ ąqoun oĚ lŰseic aŐtŔc.

PrŮtoc trŞpoc:

<H (5.1) grŘfetai kaŢ Ďc (α∂_x + β∂_y)u = (α, β) · ∇u = 0 , Ć ČpoŢa mĞc parŚqei tŠn plhroforŢa Żti Ć parŘgwgoc tŔc sunartŠsewc u stŠn kateŰjunsh (α, β) eÍnai ěsh mŚ mhdŚn. ^Ara Ć u sflaŐtŠ tŠ dieŰjunsh eÍnai stajerŠ. ^Etsi sŚ kŘje eŐjeŢa G_c = {(x, y) | βx − αy = c} Ć u eÍnai stajerŠ. ^Ara Ć u dŚn eÍnai plŚon sunŘrthsh tŮn x kaŢ y, ĹllŘ tŔc timŔc βx − αy. DhladŠ: u(x, y) = f(βx − αy) . >AntistrŞfwc, ăn u = f(βx − αy), tŞte Ć u Ěkanopoie§ tŠn (5.1).

DeŰteroc trŞpoc:

AŐtŞ mpore§ nŘ fane§ kaŢ mŚ tŠn ĹllagŠ suntetagmŚnwn ξ = αx + βy , η = βx − αy . <H ĹllagŠ aŐtŠ suntetagmŚnwn pragmatopoie§tai ĹpŞ tŞn 1-1 kaŢ ĽpŢ metasqhmatismŞ

IR^2 ∋ ( x y ) −→ ( ξ η ) = ( α β β −α ) ( x y ) ∈ IR^2 ,

mŚsw ĹntistreyŢmou pŢnaka. <O dŚ ĹntŢstrofoc metasqhmatismŞc mĞc parŚqei: x = αξ + βη α^2 + β^2 , y = βξ − αη α^2 + β^2 .

5.1 GrammikŚc ĽxisŤseic mŚ stajeroŰc suntelestŚc 57

>EpŢshc u_x = u_ξξ_x + u_ηη_x = αu_ξ + βu_η u_y = u_ξξ_y + u_ηη_y = βu_ξ − αu_η kaŢ ątsi 0 = αu_x + βu_y = α(αu_ξ + βu_η) + β(βu_ξ − αu_η) = (α^2 + β^2)u_ξ . ^Ara u_ξ = 0 kaŢ Ďc Ľk toŰtou u = f(η) = f(βx − αy). <H (5.1) ąqei loipŞn ăpeirec tŞ plŔjoc lŰseic, Żsec kaŢ kaŢ oĚ f ∈ C^1(IR). <H ĽpŢlogŠ miĞc Ľx aŐtŮn eÍnai ĽfiktŠ Żtan mĞc dŢdontai ĽpŢ plŚon plhroforŢec. ParadeŢgmata 1. ^Estw Żti eěqame tŞ prŞblhma ĹrqikŮn timŮn u_x + 2u_y = 0 , u(x, 0) = sin x .

(5.2)

TŞte lŞgw tŮn ĹnwtŚrw, Ć merikŠ diaforikŠ ĽxŢswsh, sunepŘgetai Żti u = f(2x − y). QrhsimopoiŤntac tŠn ĹrqikŠ sunjŠkh lambŘnoume:

f(2x) = u(x, 0) = sin x . ^Ara f(x) = sin(x/2) kaŢ telikŮc u(x, y) = sin(x − y/2) . <H mejodologŢa aŐtŠ ĽxasfalŢzei tŞso tŠn ĘpŘrxh, Żso kaŢ tŠ monadikŞthta tŮn lŰsewn toğ (5.2). PrŘgmati Ć u = sin(x − y/2) Ĺpotele§ lŰsh toğ (5.2) sflŻlo tŞ IR^2, ĽnŮ ăn v ăllh lŰsh tŞte ĹkoloujŤntac tŘ ĹnwtŚrw bŠmata katalŠgoume stŞ Żti v ≡ u .

2. MŠ ČmoiogenŠc perŢptwsh: NŘ luje§ tŞ prŞblhma ĹrqikŮn timŮn: u_x + u_y = x + y u(x, 0) = e^x . >EpŢlush JŚtoume ξ = x + y kaŢ η = x − y, ČpŞte x = (ξ + η)/2 kaŢ y = (ξ − η)/2. >EpŢshc 2u_ξ = u_x + u_y = x + y = ξ , ăra u(ξ, η) = ξ^2 4 + c(η) , ĹpflŻpou u(x, y) = (x + y)^2 4 + c(x − y) . QrhsimopoiŤntac tŠn ĹrqikŠ sunjŠkh u(x, 0) = x^2 4 + c(x) = e^x , lambŘnoume c(x) = e^x − x^2/4 kaŢ Ľn tŚlei u(x, y) = xy + e^{x−y} .

3. MiŘ ĽxŢswsh perissotŚrwn tŮn duŞ metablhtŮn, Żpwc Ć u_x + u_y + u_z = 0 , (5.3) ĹntimetwpŢzetai katŘ trŞpo ĹnŘlogo tŔc (5.1). <H (5.3) grŘfetai ŊsodŰnama Ďc: (1, 1, 1) · ∇u = 0 .

^Ara Ć u eÍnai stajerŠ stŢc eŐje§ec parŘllhlec toğ γ = (1, 1, 1) kaŢ Ďc Ľk toŰtou Ĺpotele§ sunŘrthsh dŰo grammikŘ ĹnexŘrthtwn mŚ tŠn γ dieujŰnsewn. GiŘ parŘdeigma tŘ (1, −1, 0) kaŢ (0, 1, −1). ^Etsi u(x, y, z) = f(x − y, y − z) .

5.2 GewmetrikŠ jeŤrhsh tŮn oĚoneŢ grammikŮn ĽxisŤsewn

^Estw Ć oĚoneŢ grammikŠ merikŠ diaforikŠ ĽxŢswsh prŤthc tŘxewc dŰo metablhtŮn: a(x, y, u)u_x + b(x, y, u)u_y = c(x, y, u) . (5.4) AŐtŠ grŘfetai ŊsodŰnama Ďc (a(x, y, u), b(x, y, u), c(x, y, u)) · (u_x, u_y, −1) = 0 . (5.5) ^An Ć u = u(x, y) Ĺpotele§ lŰsh tŔc (5.4) tŞte Ć ĽpifŘneia S = {(x, y, z) | z = u(x, y)} kale§tai ČloklhrwtikŠ ĽpifŘneia tŔc (5.4). EÍnai gnwstŞ ĹpŞ tŠn DiaforikŠ GewmetrŢa Żti:

^An Ć S = {(x, y, z) | φ(x, y, z) = 0} eÍnai ČmalŠ^1 ĽpifŘneia stŞn IR^3 tŞte tŞ diŘnusma (φ_x, φ_y, φ_z) eÍnai kŘjeto sŚ kŘje thc shme§o.

>IdiaitŚrwc stŠn perŢptwsh poŰ Ć ĽpifŘneia Ĺpotele§ grŘfhma suneqŮc diaforŢsimhc sunartŠsewc, dhladŠ S = {(x, y, z) | z = u(x, y)}, tŞte tŞ diŘnusma (u_x, u_y, −1) eÍnai kŘjeto stŞ grŘfhma tŔc u.

^Etsi loipŞn Ć (5.5) mĞc lŚgei Żti: ^An S ČloklhrwtikŠ ĽpifŘneia tŔc (5.4), tŞte sŚ kŘje thc shme§o P = (x_0, y_0, z_0) tŞ diŘnusma γ(P ) = (a(P ), b(P ), c(P )) , 1<H ĽpifŘneia S = {(x, y, z) | φ(x, y, z) = 0} ŃnomŘzetai ČmalŠ, ăn Ć φ eÍnai suneqŮc diaforŢsimh kaŢ Ć klŢsh aŐtŔc ∇φ = (φ_x, φ_y, φ_z) dŚ mhdenŢzetai sŚ kanŚna shme§o tŔc ĽpifaneŢac.

eÍnai ĽfaptŞmeno stŠn S.

TŞ diŘnusma γ = (a, b, c) ŃnomŘzetai qarakthristikŠ dieŰjunsh. OĚ qarakthristikŚc dieujŰnseic ČrŢzoun Źna aŐtŞnomo dianusmatikŞ pedŢo. DhladŠ tŘ a, b kaŢ c dŚn ĽxartŮntai ĹpŞ tŞ qrŞno. TŞ dianusmatikŞ aŐtŞ pedŢo ČrŢzei 2-parametrikŠ oŊkogŚneia kampulŮn mŚ tŠn ŊdiŞthta Żti, sŚ kŘje touc shme§o, Ć ĽfaptŞmenh eÍnai parŘllhlh tŔc qarakthristikŔc dieujŰnsewc. OĚ kampŰlec aŐtŚc ŃnomŘzontai qarakthristikŚc kampŰlec ć ĂploŰstera qarakthristikŚc tŔc (5.4). ^An ĘpojŚsoume Żti oĚ sunartŠseic a, b kaŢ c eÍnai ĽparkŮc ČmalŚc^2 tŞte oĚ qarakthristikŚc kampŰlec dŚn eÍnai tŢpota ăllo ĹpŞ tŢc lŰseic toğ aŐtonŞmou sustŠmatoc sunŠjwn diaforikŮn ĽxisŤsewn x^′ = a(x, y, z) y^′ = b(x, y, z) z^′ = c(x, y, z) . (5.6)

LŞgw tŔc ČmalŞthtoc tŮn a, b kaŢ c, ĹpŞ kŘje shme§o toğ qŤrou (ć toğ koinoğ pedŢou Črismoğ tŮn a, b kaŢ c) diŚrqetai monadikŠ qarakthristikŠ kampŰlh. ^Etsi Č qŮroc grŘfetai Ďc Źnwsh tŚtoiwn oĚ Čpo§ec dŚn tŚmnontai.

SflŻti Ĺkolouje§ jŘ deŢxoume Żti:

PrŞtash 5.2.1 OĚ lŰseic tŔc (5.4) eÍnai Ľke§nec ĹkribŮc oĚ ČmalŚc sunartŠseic tŮn ČpoŢwn tŞ grŘfhma Ĺpotele§ Źnwsh qarakthristikŮn kampulŮn.

>ApŞdeixh :

PrŘgmati, ăn miŘ ĽpifŘneia S = {(x, y, z) | z = u(x, y)}, Ĺpotele§ Źnwsh ČloklhrwtikŮn kampulŮn, tŞte giŘ kŘje shme§o P = (x_0, y_0, z_0) poŰ periŚqei, perilambŘnei kaŢ tŠn ČloklhrwtikŠ kampŰlh poŰ diŚrqetai ĹpŞ

2>EdŮ Ć ĹpaŢthsh tŔc ČmalŞthtoc sqetŢzetai mŚ tŠn monadikŞthta tŮn lŰsewn toğ sustŠmatoc sunŠjwn diaforikŮn ĽxisŤsewn (5.6) Żtan sunodeŰetai mŚ ĹrqikŚc sunjŔkec. SugkekrimŚna, giŘ lŞgouc ĂplŞthtoc Ĺpaitoğme Żpwc a, b, c ∈ C^1 .

tŞ P , ăra Č ĽfaptŞmenoc qŮroc tŔc kampŰlhc stŞ P perilambŘnei tŞ diŘnusma (a(P ), b(P ), c(P )) stŞ Čpo§o eÍnai kŘjeth Ć (u_x, u_y, −1), Ľxflođ kaŢ Ć (5.4). >AntistrŞfwc:

^Estw Żti Ć ĽpifŘneia S = {(x, y, z) | z = u(x, y)}, Ĺpotele§ ČloklhrwtikŠ ĽpifŘneia tŔc (5.4) kaŢ tŞ shme§o P = (x_0, y_0, z_0) ĹnŠkei stŠn S. JŘ deŢxoume Żti ăn γ Ć qarakthristikŠ kampŰlh poŰ diŚrqetai ĹpŞ tŞ P tŞte Ć γ periŚqetai Ľx ČloklŠrou stŠn S. ^Estw loipŞn Żti γ(t) = (x(t), y(t), z(t)) , t ∈ I kaŢ γ(0) = P . PrŚpei nŘ deŢxoume Żti z(t) = u(x(t), y(t)). JŚtoume d(t) = z(t) − u(x(t), y(t)) kaŢ prŚpei nŘ deiqje§ Żti d ≡ 0 . ^Eqoume d(0) = 0 ĽnŮ

d^′(t) = z^′(t) − u_xx^′(t) − u_yy^′(t) = c(x, y, z) − u_x(x, y)a(x, y, z) − u_y(x, y)b(x, y, z) . ^Etsi loipŞn Ć d = d(t) Ěkanopoie§ tŠ sunŠjh diaforikŠ ĽxŢswsh d^′(t) = c(x, y, u + d(t)) − u_x a(x, y, u + d(t)) − u_y b(x, y, u + d(t)) . TŞ dexiŞ mŚloc tŔc ĹnwtŚrw, dojŚntoc Żti tŘ x = x(t), y = y(t), u = u(x(t), y(t)), u_x = u_x(x(t), y(t)), u_y = u_y(x(t), y(t)), lambŘnoun tŢc timŚc touc ĽpŢ tŔc gnwstŔc mac γ, jŘ eÍnai tŔc morfŔc f(t, d), Żpou f ∈ C^1. MŢa lŰsh aŐtŔc eÍnai Ć d ≡ 0 Ć ČpoŢa Ěkanopoie§ kaŢ tŠn ĹrqikŠ sunjŠkh d(0) = 0. LŞgw tŔc monadikŞthtoc tŮn lŰsewn toğ problŠmatoc ĹrqikŮn timŮn d^′ = f(t, d) , d(0) = 0 , eÍnai kaŢ Ć monadikŠ lŰsh. VOper shmaŢnei Żti Ć kampŰlh γ brŢsketai Ľx ČloklŠrou ĽpŢ tŔc S. 2 .

SunŚpeiec tŔc ĹnwtŚrw protŘsewc Ĺpoteloğn tŘ porŢsmata:

PŞrisma 5.2.2 ^An dŰo ČloklhrwtikŚc ĽpifŘneiec ąqoun koinŞ shme§o P tŞte perilambŘnoun Żlh tŠ qarakthristikŠ kampŰlh poŰ diŚrqetai ĹpŞ tŞ P .

PŞrisma 5.2.3 ^An dŰo ČloklhrwtikŚc ĽpifŘneiec tŚmnontai qwrŢc nŘ ĽfŘptontai, tŞte tŚmnontai katŘ mŔkoc qarakthristikŔc kampŰlhc.

5.3 KataskeuŠ lŰsewn oĚoneŢ grammikŮn ĽxisŤsewn

Eědame Żti kŘje ČloklhrwtikŠ ĽpifŘneia tŔc (5.4) Ĺpotele§ Źnwsh qarakthristikŮn kampulŮn. TŞ ĄpŞmeno ĽrŤthma, praktikŔc fŰsewc, eÍnai:

PŮc jŘ kataskeuŘsoume lŰsh tŔc(5.4) Ďc Źnwsh qarakthristikŮn kampulŮn, qrhsimopoiŤntac katŘllhla dedomŚna poŰ ĽpilŚgoun aŐtŚc tŢc qarakthristikŚc kampŰlec?

VOpwc jŘ doğme, aŐtŞ ĽpitugqŘnetai ăn ĘpojŚsoume Żti Ć zhtoŰmenh ČloklhrwtikŠ ĽpifŘneia - tŞ grŘfhma tŔc lŰsewc - perilambŘnei katŘllhlh kampŰlh γ kaŢ Ľn tŚlei tŞ grŘfhma tŔc lŰsewc dŚn jŘ eÍnai tŢpota ăllo ĹpŞ tŠn Źnwsh tŮn qarakthristikŮn kampulŮn poŰ diŚrqontai ĹpŞ tŘ shme§a tŔc γ. SugkekrimŚna, dŢdetai Ć kampŰlh γ(s) = (f(s), g(s), h(s)) , s ∈ I , tŞte, Żpwc jŘ doğme, ĘpŞ katŘllhlec sunjŔkec, eÍnai ĽfiktŠ Ć kataskeuŠ lŰsewc poŰ perilambŘnei tŠ γ. AŐtŞ Ĺpotele§ tŞ PrŞblhma Cauchy poŰ Ĺpaite§:

NŘ breje§ lŰsh tŔc (5.4) Ć ČpoŢa ĽpŢ tŔc xy-probolŔc tŔc kampŰlhc γ(s), s ∈ I, lambŘnei tŢc timŚc u(f(s), g(s)) = h(s) , s ∈ I .

EŊdikŠ perŢptwsh Ĺpotele§ Ć piŞ kŘtw parametrikŠ perigrafŠ x = s, y = 0, z = h(s) , ć u(x, 0) = h(x) , Ć ČpoŢa ŃnomŘzetai >ArqikŠ SunjŠkh. <O dŚ sunduasmŞc tŔc ĹrqikŔc sunjŠkhc mŚ tŠn (5.4) Ĺpotele§ tŞ PrŞblhma >ArqikŮn TimŮn (PAT). ^Estw loipŞn Żti f, g, h ∈ C^1(I), Żpou I ĹnoiktŞ diŘsthma, s_0 ∈ I kaŢ P_0 = (f(s_0), g(s_0), h(s_0)) = (x_0, y_0, z_0) .

JŘ kataskeuŘsoume topikŠ lŰsh toğ problŠmatoc Cauchy, gŰrw ĹpŞ tŞ P_0. ^Estw X(s, t), Y (s, t), Z(s, t) , lŰsh toğ sustŠmatoc sunŠjwn diaforikŮn ĽxisŤsewn: x_t = a(x, y, z) y_t = b(x, y, z) z_t = c(x, y, z), (5.7)

mŚ ĹrqikŚc sunjŔkec x(s, 0) = f(s), y(s, 0) = g(s), z(s, 0) = h(s) . (5.8) VOpwc prokŰptei ĹpŞ tŘ jewrŠmata ĘpŘrxewc, monadikŞthtoc kaŢ ČmalŔc ĽxartŠsewc tŮn lŰsewn ĹpŞ paramŚtrouc, tŚtoiec suneqŮc diaforŢsimec sunartŠseic X(s, t), Y (s, t), Z(s, t), ĘpŘrqoun kaŢ ČrŢzontai sŚ ĹnoiktŠ perioqŠ U toğ (s_0, 0). VOpwc jŘ doğme tŘ x = X(s, t), y = Y (s, t), z = Z(s, t) , (s, t) ∈ U , Ĺpoteloğn parametrikŠ perigrafŠ toğ grafŠmatoc lŰsewc toğ problŠmatoc Cauchy ăn tŘ (s, t) stŞ U, mporoğn nŘ Ľkfrasjoğn mŚsw tŮn x kaŢ y, dhladŠ s = S(x, y), t = T (x, y) kaŢ Ďc Ľk toŰtou Ć ĹnwtŚrw parametrikŠ perigrŘfŠ nŘ ČrŢzei lŰsh u = u(x, y) = Z(S(x, y), T (x, y)) .

AŐtŞ eÍnai ĽfiktŞ ăn plhroğntai oĚ pro˛pojŚseic toğ JewrŠmatoc >AntistrŞfou SunartŠsewc, ćtoi: | | | | | X_s X_t Y_s Y_t | | | | | (s_0, 0) = | | | | | f^′(s_0) a(P_0) g^′(s_0) b(P_0) | | | | | ≠ 0 , (5.9)

ČpŞte ĘpŘrqoun ĹnoiktŚc perioqŚc U, V stŞ IR^2 tŮn (s_0, 0) kaŢ (x_0, y_0) ĹntistoŢqwc, Ĳste Ć F : U −→ V , mŚ tŰpo F = (X(s, t), Y (s, t)) nŘ eÍnai 1-1 kaŢ ĽpŢ, suneqŮc diaforŢsimh kaŢ tŞ ědio kaŢ Ć ĹntŢstrofŠ thc F^{−1} = (S(x, y), T (x, y)). ^Ara prŘgmati tŘ X(s, t), Y (s, t), Z(s, t) sarŤnoun ĽpifŘneia dojŚntoc Żti Ěkanopoie§tai Ć (5.9), Ć ČpoŢa mĞc lŚgei Żti tŘ dianŰsmata (a, b) kaŢ (f^′, g^′) dŚn eÍnai parŘllhla, ć Żti Ć qarakthristikŠ probolŠ dŚn ąqei tŠn ědia dieŰjunsh mŚ aŐtŠ tŮn dedomŚnwn Cauchy stŞ shme§o P_0. ^Eqoume loipŞn Żti:

PrŞtash 5.3.1 ^An plhroğtai Ć (5.9) stŞ shme§o P_0 tŞte Ć S = {(X(s, t), Y (s, t), Z(s, t)) | (s, t) ∈ U} , Ĺpotele§ ČloklhrwtikŠ ĽpifŘneia tŔc (5.4).

>ApŞdeixh :

PrŘgmati, giŘ kŘje shme§o P ∈ S ĹnŠkei stŠn S kaŢ Ć qarakthristikŠ kampŰlh poŰ diŚrqetai ĹpŞ tŞ P kaŢ Ďc Ľk toŰtou tŞ diŘnusma (X_t, Y_t, Z_t) = (a(P ), b(P ), c(P )), ĹnŠkei stŞn ĽfaptŞmeno qŮro toğ P . 2. EÍnai dunatŞn nŘ deiqje§ kaŢ eŐjŚwc Żti Ć ąmmesa ČrismŚnh sunŘrthsh u(x, y) = Z(S(x, y), T (x, y)) , Żpou F^{−1} = (S(x, y), T (x, y)) Ĺpotele§ lŰsh tŔc (5.4). [BlŚpe ăskhsh 2 poŰ Ĺkolouje§.]

^Eqoume loipŞn topikŠ đparxh lŰsewn toğ problŠmatoc Cauchy. MonadikŞthc:

ProkŰptei ĹpŞ tŠn paratŠrhsh Żti ăn S̃ tŞ grŘfhma miĞc ăllhc lŰsewc toğ problŠmatoc Cauchy, tŞte ĽfflŻson Ć S̃ periŚqei tŠ γ jŘ prŚpei nŘ periŚqei kaŢ Żlec tŢc qarakthristikŚc poŰ diŚrqontai ĹpŞ tŘ shme§a tŔc γ kaŢ Ďc Ľk toŰtou jŘ prŚpei nŘ tautŢzetai topikŘ mŚ tŠn S.

NA PROSTEJEI: BlŚpe Fritz John. >AskŠseic 5.3

1. NŘ Ĺpodeiqjoğn tŘ PorŢsmata (5.2.2) kaŢ (5.2.3).

2. NŘ deiqje§ Żti Ć ąmmesa ČrismŚnh sunŘrthsh u(x, y) = Z(S(x, y), T (x, y)) , Żpou F^{−1} = (S(x, y), T (x, y)), Ĺpotele§ lŰsh tŔc (5.4) Ć ČpoiŘ mŘlista Ěkanopoie§ kaŢ tŘ dedomŚna Cauchy.

66 KefŘlaio 5. OĚoneŢ grammikŚc ĽxisŤseic prŤthc tŘxewc

KefŘlaio 6 >ElleiptikŠ jewrŢa

<OrismŞc 6.0.1 MiŘ grammikŠ merikŠ diaforikŠ ĽxŢswsh deutŚrac tŘxewc Lu = n∑ i,j=1 α_{ij}(x) ∂^2u ∂x_i∂x_j + n∑ i=1 β_i(x) ∂u ∂x_i + γ(x)u = f(x) , (6.1)

ŃnomŘzetai ĽlleiptikŠ stŞ shme§o x ∈ IR^n, ăn ĘpŘrqoun jetikŚc stajerŚc c, C, Ĳste c|ξ|^2 ≤ n∑ i,j=1 α_{ij} (x)ξ_iξ_j ≤ C|ξ|^2 , (6.2)

giŘ kŘje ξ = (ξ_1, . . . , ξ_n) ∈ IR^n .

<H (6.1) ŃnomŘzetai ČmoiŞmorfa ĽlleiptikŠ stŞ W ăn Ć (6.2) Ěkanopoie§tai giŘ kŘje x ∈ W, mŚ jetikŚc stajerŚc c kaŢ C ĹnexŘrthtec toğ x.

Parathre§ste Żti Č piŞ pŘnw ČrismŞc dŚn ąrqetai sŚ ĹntŢfash mŚ tŠn taxinŞmhsh tŔc selŢdoc 40. QarakthristikŞ parŘdeigma ĽlleiptikŔc ĽxisŤsewc Ľxakolouje§ nŘ eÍnai Ć ĽxŢswsh Laplace stŢc n diastŘseic.

6.1 JemeliŤdhc lŰsh tŔc LaplasianŔc

^Estw u, v ∈ C^2(Ω̄). ^Eqoume ćdh de§ tŢc piŞ kŘtw sunŚpeiec toğ jewrŠmatoc Green: ∫ Ω u Δv dx = − ∫ Ω ∇u · ∇v dx + ∫ ∂Ω u ∂v ∂ν ds (6.3) kaŢ ∫ Ω u Δv dx = ∫ Ω v Δu dx + ∫ ∂Ω ( u ∂v ∂ν − v ∂u ∂ν ) ds . (6.4)

EŊdikŘ giŘ u ≡ 1 Ć ĹnwtŚrw parŚqei: ∫ Ω Δv dx = ∫ ∂Ω ∂v ∂ν ds . ^An tŤra u = v tŞte Ć (6.3) parŚqei: ∫ Ω |∇u|^2 dx + ∫ Ω u Δu dx = ∫ ∂Ω u ∂u ∂ν ds . ^Ara ăn Δu = 0 stŞ Ω kaŢ u = 0 stŞ sŰnoro toğ Ω tŞte ∫ Ω |∇u|^2 dx = 0. ^Ara ∇u ≡ 0 kaŢ Ďc Ľk toŰtou Ć eÍnai stajerŠ kaŢ tŚloc, lŞgw tŔc sunoriakŔc sunjŠkhc, tautotikŘ mhdenikŠ. ParomoŢwc ăn Δu = 0 stŞ Ω kaŢ ∂u/∂ν = 0 ĽpŢ toğ ∂Ω tŞte ĽpŢshc ∇u ≡ 0 kaŢ Ďc Ľk toŰtou Ć u jŘ prŚpei nŘ eÍnai stajerŠ stŞ Ω. <H paratŠrhsh aŐtŠ mĞc Čdhge§ stŠn ĹpŞdeixh tŔc monadikŞthtoc lŰsewn stŘ dŰo dhmofilŚstera problŠmata tŔc JewrŢac Dunamikoğ:

[A] PrŞblhma Dirichlet: Δu = f stŞ Ω

u = g ĽpŢ toğ ∂Ω ,

(6.5)

[B] PrŞblhma Neumann: Δu = f stŞ Ω ∂u ∂ν = g ĽpŢ toğ ∂Ω .

(6.6)

ShmeiwtŚon Żti, Ć mŚn lŰsh toğ (6.5) ăn ĘpŘrqei eÍnai monadikŠ, ĽnŮ Ć lŰsh toğ (6.6) ăn ĘpŘrqei eÍnai monadikŠ Ďc prŞc prosjetikŠ stajerŘ. ^Htoi: ăn u_1 kaŢ u_2 lŰseic toğ (6.6), tŞte Ć diaforŘ tŮn u_1 kaŢ u_2 jŘ prŚpei nŘ eÍnai stajerŘ.

GrammikŞc sunduasmŞc tŮn problhmŘtwn Dirichlet kaŢ Neumann Ĺpotele§ tŞ:

[G] PrŞblhma Robin: Δu = f stŞ Ω

αu + β^{∂u}_{∂ν} = g ĽpŢ toğ ∂Ω .

(6.7)

Żpou α^2 + β^2 ≠ 0 . Parathre§ste Żti kaŢ tŞ ĹnwtŚrw ĹpolambŘnei ĹnŘloghc monadikŞthtoc.

KŰrio qarakthristikŞ tŔc ĽxisŤsewc Laplace eÍnai Ć sfairikŠ summetrŢa. ^Htoi: ăn U ∈ IR^{n×n} pŢnakac strofŔc kaŢ y = Ux nŚo sŰsthma suntetagmŚnwn, tŞte Δ_x = Δ_y ć ∑ k=1,...,n ∂^2_{xk} = ∑ k=1,...,n ∂^2_{yk} . >EpŢshc ăn Ć sunŘrthsh u Ěkanopoie§ tŠn ĽxŢswsh Laplace kaŢ V ŃrjogŤnioc n×n pŢnakac, tŞte kaŢ Ć sunŘrthsh v(x) = u(V x + ξ), Żpou ξ stajerŞ, ĽpŢshc Ěkanopoie§ tŠn ĽxŢswsh Laplace. TŘ ĹnwtŚrw kajistoğn eęlogh tŠn ĹnazŠthsh eŊdikŮn lŰsewn tŔc ĽxisŤsewc Laplace, ĹnalloiŤtwn Ďc prŞc peristrofŚc gŰrw ĹpŞ stajerŞ shme§o ξ, ćtoi lŰsewn tŔc morfŔc: v = ψ(r) , r = |x − ξ| = ( n ∑ k=1 |x_k − ξ_k|^2 )_1/_2 . Eękola diapistoğtai Żti Δv = ψ^{′′}(r) + n − 1 r ψ^′(r) = 0 .

^Ara ψ(r) = c log r ăn n = 2

c^{r2}�^n_{2−n} ăn n > 2 .

Mporoğme bebaŢwc nŘ ĹpoktŠsoume kiflăllec tŚtoiec lŰseic prosjŚtontac stajerŚc stŠ ψ. <H ĹnwtŚrw ψ = ψ(r) Ěkanopoie§ tŠn ĽxŢswsh Laplace giŘ r > 0, ĹpeirŢzetai dŚ Żtan r = 0. VOpwc jŘ doğme piŞ kŘtw, Ć ψ giŘ katŘllhlh timŠ tŔc stajerĞc c kajŢstatai jemeliŤdhc lŰsh tŔc LaplasianŔc.

PrŞtash 6.1.1 ^Estw v(x) = ψ(|x − ξ|), Żpou ψ(r) = 1 2π log r ăn n = 2 1 ωn r2�n_{2−n} ăn_{n > 2 .}

TŞte Ć v Ěkanopoie§ tŠ sumbolikŠ ĽxŢswsh

Δv = δ_ξ ,

ĘpŞ tŠn ąnnoia tŮn katanomŮn.

>ApŞdeixh :

^Estw u ∈ C^2(Ω̄), ξ ∈ Ω, v(x) = ψ(|x − ξ|) kaŢ ąstw Żti Ć kleistŠ sfaŢra^1 kŚntrou ξ kaŢ ĹktŢnac ρ > 0 , B̄(ξ, ρ) Ĺpotele§ ĘposŰnolo toğ qwrŢou Ω . >EfarmŞzoume tŠn tautŞthta (6.4) giŘ tŞ qwrŢo Ω_ρ = Ω \ B̄(ξ, ρ) kaŢ lambŘnoume: ∫ Ωρ v Δu dx = ∫ Ωρ u Δv dx + ∫ ∂Ω∪S(ξ,ρ) ( v ∂u ∂ν − u ∂v ∂ν ) ds , (6.8)

Żpou S(ξ, ρ) Ć ĽpifŘneia tŔc sfaŢrac kŚntrou ξ kaŢ ĹktŢnac ρ. <H ĽxwterikŠ kŘjetoc stŠ sfaŢra S(ξ, ρ), stŞ qwrŢo Ω_ρ kateujŰnetai prŞc tŞ ξ. ^Etsi stŘ ĹnwtŚrw ČloklhrŤmata, ĽpŢ tŔc sfaŢrac S(ξ, ρ) ąqoume Żti v = ψ(ρ), ĽnŮ ∂v/∂ν = −ψ^′(r), diŞti ∂v/∂ν = ∇v · ν, Żmwc ∇ψ = ψ^′(r)∇r, ∇r = 1 r (x − ξ) kaŢ ν = − x − ξ r . 1<UpenjumŢzoume Żti tŞ ĽmbadŞn tŔc ĽpifŘneiac S(ξ, ρ) Ŋsoğtai mŚ ω_nρ^{n−1} ĽnŮ Č čgkoc tŔc B(ξ, ρ) Ŋsoğtai mŚ ω_nρ^n/n, Żpou ω_n = 2π^{n/2}Γ(n/2).

^Ara ∇r · ν = −1 . ^Etsi ∫ S(ξ,ρ) v ∂u ∂ν ds = ψ(ρ) ∫ S(ξ,ρ) ∂u ∂ν ds = −ψ(ρ) ∫ B(ξ,ρ) Δu dx , ĽnŮ ∫ S(ξ,ρ) u ∂v ∂ν ds = −ψ^′(ρ) ∫ S(ξ,ρ) u ds = − 1 ω_n ρ^{1−n} ∫ S(ξ,ρ) u ds . VOmwc oĚ u, Δu eÍnai suneqe§c kontŘ stŞ ξ ăra ∫ B(ξ,ρ) Δu dx = O(ρ n) kaŢ Ďc Ľk toŰtou:

−ψ(ρ) ∫ B(ξ,ρ) Δu dx = O(ρ^2 log ρ) ăn n = 2

O(ρ^2) ăn n > 2 .

^Ara

lim_{ρ→0} ∫ S(ξ,ρ) v ∂u ∂ν ds = − lim_{ρ→0} ψ(ρ) ∫ B(ξ,ρ) Δu dx = 0 . >EnŮ 1 ω_nρ^{n−1} ∫ S(ξ,ρ) u(s) ds −→ u(ξ) , kajŤc ρ → 0 , diŞti | | | | | 1 ω_nρ^{n−1} ∫ S(ξ,ρ) u(s) ds − u(ξ) | | | | | = | | | | | 1 ω_nρ^{n−1} ∫ S(ξ,ρ) (u(s) − u(ξ)) ds | | | | | ≤ 1 ω_nρ^{n−1} ∫ S(ξ,ρ) |u(s) − u(ξ)| ds ≤ max s∈S(ξ,ρ) |u(s) − u(ξ)| kaŢ ĽpeidŠ Ć u eÍnai suneqŠc tŞte lim_{ρ→0} max s∈S(ξ,ρ) |u(s) − u(ξ)| = 0 . ^Ara

lim_{ρ→0} ψ^′(ρ) ∫ S(ξ,ρ) u ds = lim_{ρ→0} 1 ω_n ρ^{1−n} ∫ S(ξ,ρ) u ds = u(ξ) . SunolikŘ Ć (6.8) giŘ ρ → 0 parŚqei ∫ Ω v Δu dx = ∫ ∂Ω ( v ∂u ∂ν − u ∂v ∂ν ) ds + u(ξ) . (6.9) ShmeiwtŚon Żti tŞ ĹristerŞ mŚloc tŔc ĹnwtŚrw ČrŢzetai diŞti tŞ ginŞmeno vΔu Ĺpotele§ ČloklhrŤsimh sunŘrthsh stŞ Ω, Ĺfoğ Ć Δu eÍnai suneqŠc, Ć v eÍnai ČloklhrŤsimh ĽnŮ tŞ Ω fragmŚno. ^Estw tŤra K(x, ξ) = ψ(|x − ξ|) ČpŞte Ć (6.9) dŢdei u(ξ) = ∫ Ω K(x, ξ) Δu(x) dx − ∫ ∂Ω ( K(x, ξ) ∂u ∂ν − u ∂K ∂ν ) ds , (6.10) giŘ kŘje ξ ∈ Ω . Parathre§ste Żti ăn ξ ∉ Ω̄ tŞte tŞ ĹristerŞ mŚloc tŔc ĹnwtŚrw prŚpei nŘ Ĺntikatastaje§ mŚ to mhdŚn lŞgw tŔc (2.11) jŚtontac Żpou v(x) = K(x, ξ) poŰ Ěkanopoie§, Ďc prŞc x, tŠn ĽxŢswsh Laplace stŞ Ω. ^An tŞ u stŠn (6.10) Ĺntikatastaje§ ĹpŞ φ ∈ C^∞_0 (Ω), tŞte mhdenŢzontai oĚ sunoriakoŢ Żroi kaŢ lambŘnoume: φ(ξ) = ∫ Ω K(x, ξ) Δφ(x) dx . ^Htoi Č purŠnac K(x, ξ) ČrŢzei miŘ katanomŠ v : v[φ] = ∫ Ω K(x, ξ)φ(x) dx , giŘ tŠn ČpoŢa ŊsqŰei Żti Δv[φ] = φ(ξ) = δ_ξ(φ) .

6.2 <ArmonikŚc sunartŠseic 73

^Ara

Δv = δ_ξ ,

ĘpŞ tŠn ąnnoia tŮn katanomŮn. Ż. ą. d.

<H ĹnwtŚrw prŞtash parŚqei ĽpŢshc Żti:

<O purŠnac K(x, ξ) Ĺpotele§ jemeliŤdh lŰsh tŔc Du = 0 mŚ pŞlo tŞ shme§o ξ.

6.2 <ArmonikŚc sunartŠseic

<OrismŞc 6.2.1 MiŘ sunŘrthsh u ∈ C^2(Ω) ŃnomŘzetai ĂrmonikŠ (Ĺnt. ĘfarmonikŠ, Ĺnt. ĘperarmonikŠ) stŞ W, ăn Ěkanopoie§ tŠn ĽxŢswsh Du = 0 (Ĺnt. Du ≥ 0, Ĺnt. Du ≤ 0 sflŻlo tŞ W.

^An u ĂrmonikŠ tŞte lŞgw tŔc (6.10) ąqoume: u(ξ) = − ∫ ∂Ω ( K(s, ξ) ∂u ∂ν − u ∂K ∂ν ) ds , (6.11)

Ć ČpoŢa ĽkfrŘzei tŢc timŚc toğ u stŞ Ω mŚsw tŮn timŮn toğ u kaŢ ∂u/∂ν stŞ sŰnoro toğ Ω. AŐtŞ Ĺpotele§ tŠ lŰsh toğ problŠmatoc Cauchy stŞ Ω, dojŚntoc Żti tŚtoia ĘpŘrqei. StŠn pragmatikŞthta, lŞgw tŔc monadikŞthtoc lŰsewn toğ problŠmatoc Dirichlet, oĚ timŚc tŔc u stŞ ∂Ω parŚqoun to polŰ mŢa lŰsh kaŢ ątsi dŚn mporoğn tautŞqrona nŘ mĞc dŢdontai kaŢ oĚ timŚc tŮn u kaŢ ∂u/∂ν stŞ sŰnoro. ^Etsi loipŞn tŞ prŞblhma Cauchy dŚn ąqei Ľn gŚnei lŰsh giŘ tŠn ĽxŢswsh Laplace.

<H (6.11) mĞc parŚqei C^∞ ČmalŞthta tŮn ĂrmonikŮn sunartŠsewn. DojŚntoc Żti K(x, ξ) ∈ C^∞ stŞ x kaŢ stŞ ξ Żtan x ≠ ξ, Ć merikŠ diafŞrish Ďc prŞc ξ_1, . . . , ξ_n eŊsŚrqetai stŞ ČloklŠrwma fusiologikŘ kaŢ ątsi u ∈ C^∞(Ω). StŠn pragmatikŞthta oĚ ĂrmonikŚc sunartŠseic eÍnai pragmatikŚc ĹnalutikŚc, ćtoi topikŘ ĽkfrŘsimec Ďc dunamoseirŚc, sumbolikŘ u ∈ C^ω. AŐtŞ prokŰptei ĹpŞ tŞ gegonŞc Żti aŐtŞ sumbaŢnei kaŢ stŞn purŠna K.

^Estw w ∈ C^2(Ω̄) ĂrmonikŠ sunŘrthsh tŞte kaŢ Ć G(x, ξ) = K(x, ξ) + w(x) Ĺpotele§ ĽpŢshc jemeliŤdh lŰsh tŔc ĽxisŤsewc Laplace. SugkekrimŚna Ć (6.10) ŊsqŰei kaŢ Żtan tŞ K Ĺntikatastaje§ ĹpŞ tŞ G: u(ξ) = ∫ Ω G(x, ξ) Δu(x) dx − ∫ ∂Ω ( G(x, ξ) ∂u ∂ν − u ∂G ∂ν ) ds . (6.12)

>EfarmogŠ tŔc ĹnwtŚrw parathrŠsewc:

NŞmoc >Arijmhtikoğ MŚsou toğ Gauss ^Estw Żti Ć sunŘrthsh u eÍnai ĂrmonikŠ (Ĺnt. ĘfarmonikŠ, Ĺnt. ĘperarmonikŠ) sunŘrthsh stŞ W kaŢ B̄(ξ, ρ) ⊂ W. TŞte u(ξ) = 1 ω_nρ^{n−1} ∫ S(ξ,ρ) u(s) ds , (Ĺnt. ≥ 0, Ĺnt. ≤ 0.) (6.13)

Żpou ω_nρ^{n−1} Ć ĽpifŘneia tŔc sfaŢrac ĹktŢnac ρ.

^Amesh sunŚpeia eÍnai Ć u(ξ) = n ω_nρ^n ∫ B(ξ,ρ) u(x) dx , (Ĺnt. ≥ 0, Ĺnt. ≤ 0.)

<O NŞmoc toğ >Arijmhtikoğ MŚsou toğ Gauss sunŠjwc diatupoğtai Ďc: <H timŠ ĂrmonikŔc sunartŠsewc stŞ kŚntro sfaŢrac Ŋsoğtai mŚ tŞ mŚso Żro tŮn timŮn thc stŠn ĽpifŘneia tŔc sfaŢrac.

>ApŞdeixh :

^Estw Ω = B(ξ, ρ) kaŢ G(x, ξ) = K(x, ξ) − ψ(ρ) = ψ(|x − ξ|) − ψ(ρ) .

TŞte ĽpŢ toğ sunŞrou ∂Ω jŘ ąqoume: G = 0 , ∂G ∂ν = ψ^′(ρ) = ρ^{1−n} ω_n , kaŢ ątsi Ć (6.12) gŢnetai: u(ξ) = ∫ B(ξ,ρ) (ψ(|x − ξ|) − ψ(ρ)) Δu(x)dx + 1 ω_nρ^{n−1} ∫ S(ξ,ρ) u(s) ds ,(6.14) ĹpflŻpou prokŰptei Ć (6.13). 2.

6.3 SuneliktikŠ lŰsh toğ mŠ Čmoiogenoğc problŠmatoc

>EpistrŚfoume stŢc jemeliŤdeic lŰseic Żpou, Żpwc jŘ doğme, sunŚpeia toğ gegonŞtoc Żti Č purŠnac K(x, ξ) dhmiourge§ tŢc jemeliŤdeic lŰseic tŔc ĽxisŤsewc Laplace eÍnai Č tŰpoc Poisson: u(ξ) = Δ_ξ ∫ Ω K(x, ξ) u(x) dx , giŘ kŘje ξ ∈ Ω kaŢ u ∈ C^2(Ω̄).

KatflaŐtŞ tŞn trŞpo oĚ jemeliŤdeic lŰseic gennoğn tŢc lŰseic tŔc mŠ Čmoiogenoğc ĽxisŤsewc mŚsw sunelŢxewn.

PrŞtash 6.3.1 ^Estw f ∈ C^2(Ω̄). TŞte Ć sunŘrthsh v poŰ ČrŢzetai Ďc v(ξ) = ∫ Ω K(x, ξ) f(x) dx , Ĺpotele§ lŰsh tŔc ĽxisŤsewc Poisson: Δv = f , stŞ Ω .

SumbolikŠ ĹpŞdeixh tŔc ĹnwtŚrw protŘsewc:

Δ_ξ ∫ Ω K(x, ξ) f(x) dx = Δ_ξ ∫ Ω ψ(|x − ξ|) f(x) dx = ∫ Ω Δ_ξψ(|x − ξ|) f(x) dx = ∫ Ω Δ_xψ(|x − ξ|) f(x) dx = ∫ Ω δ_ξ(x) f(x) dx = f(ξ) . >ApŞdeixh :

^Ac ĘpojŚsoume katflĹrqŘc Żti f ∈ C^2_0 (Ω), ČpŞte ĽpekteŢnontac tŠn f ĽktŞc toğ Ω Ďc tŠ mhdenikŠ sunŘrthsh, jŘ ąqoume Żti f ∈ C^∞_0 (IR^n). LŞgw tŔc (6.10) lambŘnoume: f(ξ) = ∫ Ω K(x, ξ) Δf(x) dx = ∫ IRn K(x, ξ) Δf(x) dx , Ć ČpoŢa mŘlista ŊsqŰei giŘ kŘje ξ ∈ IR^n. (GiatŢ?) JŚtontac y = x − ξ lambŘnoume f(ξ) = ∫ IRn ψ(|x − ξ|) Δ_xf(x) dx = ∫ IRn ψ(|y|) Δ_yf(y + ξ) dy = ∫ IRn ψ(|y|) Δ_ξf(y + ξ) dy = Δ_ξ ∫ IRn ψ(|y|) f(y + ξ) dy = Δ_ξ ∫ IRn ψ(|x − ξ|) f(x) dx = Δ_ξ ∫ Ω K(x, ξ) f(x) dx . ^Estw tŤra u ∈ C^2(Ω̄) kaŢ ξ ∈ Ω. <OpŞte ĘpŘrqei r > 0 Ĳste B̄(ξ, r) ⊂ Ω kaŢ ϑ ∈ C^∞_0 (Ω) Ĳste ϑ|_{B(ξ,r)} = 1 . TŞte f = ϑf + (1 − ϑ)f ,

6.3 SuneliktikŠ lŰsh toğ mŠ Čmoiogenoğc problŠmatoc 77

Żpou ϑf ∈ C^2_0 (Ω) kaŢ ăra

Δ_ξ ∫ Ω K(x, ξ) ϑ(x) f(x) dx = ϑ(ξ)f(ξ) = f(ξ) , (6.15) ĽnŮ Δ_ξ ∫ Ω K(x, ξ) (1 − ϑ(x)) f(x) dx = Δ_ξ ∫ Ω\B̄(ξ,r) K(x, ξ) (1 − ϑ(x)) f(x) dx = 0 (6.16) diŞti Ć K(x, ξ) eÍnai ĂrmonikŠ kaŢ ĽparkŮc ČmalŠ stŞ Ω \ B̄(ξ, r) . ProsjŚtontac tŢc (6.15) kaŢ (6.16) lambŘnoume tŞ zhtoŰmeno. 2 . ParatŠrhsh <H ĘperbolikŠ ĹpaŢthsh tŔc ĹnwtŚrw protŘsewc: f ∈ C^2(Ω̄), mpore§ nŘ beltiwje§ stŠn f ∈ C^{0,α}(Ω̄), Żpou α ∈ (0, 1) kaŢ C^{0,α}(Ω̄) Č qŮroc Hölder^2. VOmwc tŞ ĹpotŚlesma tŔc ĹnwtŚrw protŘsewc dŚn ŊsqŰei Żtan Ć sunŘrthsh f eÍnai ĂplŮc suneqŠc.

PiŞ kŘtw jŘ doğme pŮc beltiŤnetai Ć ĹnwtŚrw prŞtash Żtan f ∈ C^1(Ω):

PrŞtash 6.3.2 ^Estw f ∈ C^1(Ω̄). TŞte Ć sunŘrthsh v poŰ ČrŢzetai Ďc v(ξ) = ∫ Ω K(x, ξ) f(x) dx , Ĺpotele§ lŰsh tŔc ĽxisŤsewc Poisson: Δv = f , stŞ Ω .

2<O qŮroc Hölder C^{0,α}(Ω̄), Żpou α ∈ (0, 1), ČrŢzetai Ďc tŞ sŰnolo tŮn sunartŠsewn mŚ fragmŚnh tŠn nŞrma ‖ u ‖_{0,α} = max_{x∈Ω̄} |u(x)| + sup_{x≠y} |u(x) − u(y)| |x − y|^α , Ć ČpoŢa mŘlista tŞn kajistĞ qŮro Banach.

78 KefŘlaio 6. >ElleiptikŠ jewrŢa

>ApŞdeixh :

^Ac ĘpojŚsoume katflĹrqŘc Żti f ∈ C^1_0 (Ω) kaŢ ąstw v(ξ) = ∫ Ω K(x, ξ) f(x) dx . ^Estw Ω_ρ = Ω \ B̄(ξ, ρ) giŘ ĽparkŮc mikrŞ ρ. TŞte ĽpeidŠ oĚ sunartŠseic K, ∂_{ξk} K eÍnai topikŘ ČloklhrŤsimec stŞn IR^n jŘ ąqoume: ∂_{ξk} v(ξ) = ∫ Ω ∂_{ξk} K(x, ξ) f(x) dx = ∫ Ω ∂_{xk} K(x, ξ) f(x) dx = lim_{ρ→0} ∫ Ωρ ∂_{xk} K(x, ξ) f(x) dx = lim_{ρ→0} ( − ∫ Ωρ K(x, ξ) ∂_{xk} f(x) dx + ∫ S(ξ,ρ) K(s, ξ) f(s) ν_k (s) ds )

= − ∫ Ω K(x, ξ) ∂_{xk} f(x) dx kaŢ katŘ sunŚpeia

∂^2_{ξk} v(ξ) = − ∫ Ω ∂_{ξk} K(x, ξ) ∂_{xk} f(x) dx = − ∫ Ω ∂_{xk} K(x, ξ) ∂_{xk} f(x) dx . SunolikŘ Δv(ξ) = − ∫ Ω ∇_xK(x, ξ) · ∇_xf(x) dx , . VOmwc − ∫ Ω ∇_xK(x, ξ) · ∇_xf(x) dx = − ∫ IRn ∇_xK(x, ξ) · ∇_xf(x) dx = − lim_{ε→0} ∫ IRn \B(ξ,ε) ∇_xK(x, ξ) · ∇_xf(x) dx = lim_{ε→0} (∫ IRn \B(ξ,ε) Δ_xK(x, ξ) f(x) dx + ∫ S(ξ,ε) ∂ ∂ν K(s, ξ) f(s) ds )

= f(ξ) .

DiŞti Ć K(x, ξ) eÍnai ĂrmonikŠ, Ďc prŞc x, kaŢ ČmalŠ stŞ IR^n \ B(ξ, ε), ăra ∫ IRn \B(ξ,ε) Δ_xK(x, ξ) f(x) dx = 0 , ĽnŮ ∫ S(ξ,ε) ∂ ∂ν K(s, ξ) f(s) ds → f(ξ) .(BlŚpe selŢda 71).

<H perŢptwsh f ∈ C^1(Ω̄) ĹntimetwpŢzetai Żpwc kaŢ stŠn ĹpŞdeixh tŔc prohghjeŢsac protŘsewc. 2.

6.4 >ArqŠ toğ megŢstou

MiŘ ĹpŞ tŢc qarakthristikŞterec ŊdiŞthtec tŮn ĂrmonikŮn sunartŠsewn eÍnai Ć >ArqŠ toğ MegŢstou. <H ŊdiŞthta aŐtŠ genikeŰetai sŚ katŘllhlec oŊkogŚneiec lŰsewn ĽlleiptikŮn ĽxisŤsewn.

>AsjenŠc ĽkdoqŠ >ArqŔc toğ MegŢstou:

^Estw W fragmŚno, ĹnoiktŞ kaŢ sunektikŞ qwrŢo stŞn IR^n. ^An u ∈ C(W̄) ∪ C^2(W) mŚ Du ≥ 0 stŞ W tŞte max_{Ω̄} u = max_{∂Ω} u . (6.17)

ParathrŠseic

1. TŘ mŚgista stŞn ĹnwtŚrw tŰpo lambŘnontai diŞti tŘ sŰnola Ω̄, ∂Ω eÍnai sumpagŔ kaŢ Ć u suneqŠc.

2. ^An eěqame tŠn ŊsqurŞterh ĘpŞjesh Żti Δu > 0 stŞ Ω, tŞte Ć u dŚn jŘ mporoğse nŘ lambŘnei mŚgistŞ sŚ kŘpoio ξ ∈ Ω, diŞti sŚ shme§a topikoğ megŢstou oĚ deŰterec parŘgwgoi eÍnai mŠ jetikŚc.

>ApŞdeixh :

^Estw u_ε = u + ε|x|^2. TŞte Δu_ε = Δu + 2nε > 0 , .

^Ara, lŞgw tŔc prohghjeŢshc parathrŠsewc, Ć u_ε lambŘnei tŞ mŚgistŞ thc ĽpŢ toğ sunŞrou, ćtoi:

max_{Ω̄} u_ε = max_{∂Ω} u_ε . (6.18) ^Eqoume Żmwc max_{Ω̄} |x|^2 = max_{∂Ω} |x|^2 , diŞti Δ(|x|^2) = 2n > 0 . ^Ara Ć (6.18) mĞc dŢdei: max_{Ω̄} u ≤ max_{Ω̄} u_ε ≤ max_{∂Ω} u + ε max_{∂Ω} |x|^2 kaŢ ĽfflŻson Ć ĹnwtŚrw ŊsqjŰei giŘ kŘje ε > 0 tŞte ŊsqŰei kaŢ giŘ ε = 0 . 2 . ^An Ć u Êtan ĘperarmonikŠ, dhladŠ Δu ≤ 0, tŞte paromoŢwc jŘ eěqame:

min_{Ω̄} u = min_{∂Ω} u . (6.19) >EnŮ stŠn perŢptwsh ĂrmonikŔc u ąqoume:

PŞrisma 6.4.1 ^Estw W ⊆ IR^n fragmŚno, ĹnoiktŞ kaŢ sunektikŞ. ^An u ∈ C(W̄) ∪ C^2(W) mŚ Du = 0 stŞ W tŞte max_{Ω̄} |u| = max_{∂Ω} |u| . (6.20)

ParatŠrhsh TŞ ĹnwtŚrw pŞrisma ąqei Ďc sunŚpeia tŠ monadikŞthta lŰsewn stŞ PrŞblhma Dirichlet qwrŢc nŘ pro˛potŢjetai Żti tŞ Ω ąqei ČmalŞ sŰnoro kaŢ Żti Ć u ąqei paragŤgouc ĽpŢ toğ ∂Ω.

>IsqurŘ ĽkdoqŠ ĹrqŔc toğ megŢstou:

^Estw W fragmŚno, ĹnoiktŞ kaŢ sunektikŞ qwrŢo stŞn IR^n. ^An u ∈ C^2(W) mŚ Du ≥ 0 stŞ W tŞte eěte Ć u eÍnai stajerŠ ć jŘ ŊsqŰei u(ξ) < sup_Ω u , giŘ kŘje ξ ∈ Ω . >ApŞdeixh :

^Estw Żti M = sup_Ω u < +∞ kaŢ jŚtoume Ω_− = {ξ ∈ Ω|u(ξ) < M} , Ω_+ = {ξ ∈ Ω|u(ξ) = M} , ProfanŮc tŞ Ω_− eÍnai ĹnoiktŞ. JŘ deŢxoume Żti kaŢ tŞ Ω_+ eÍnai ĽpŢshc ĹnoiktŞ kaŢ lŞgw tŔc sunektikŞthtoc toğ Ω = Ω_− ∪ Ω_+, Źna ĹpŞ tŘ Ω_−, Ω_+ jŘ prŚpei nŘ eÍnai kenŞ. ^Estw ξ ∈ Ω_+ kaŢ ρ tŚtoio Ĳste B̄(ξ, ρ) ⊆ Ω. TŞte lŞgw tŔc (6.13) ąqoume: 0 ≤ ∫ S(ξ,ρ) u(s)ds − ω_nρ^{n−1}u(ξ) = ∫ S(ξ,ρ) (u(s) − u(ξ)) ds = ∫ S(ξ,ρ) (u(s) − M) ds . >EpeidŠ Żmwc u(x) ≤ M kaŢ u suneqŠc tŞte ĘpoqrewtikŘ jŘ prŚpei nŘ ŊsqŰei u(x) = M sflŻlh tŠn kleistŠ sfaŢra B̄(ξ, ρ). 2 .

PŞrisma 6.4.2 ^Estw W ⊆ IR^n fragmŚno, ĹnoiktŞ kaŢ sunektikŞ kaŢ u ∈ C^2(W) ∪ C(W̄) mŚ Du ≥ 0 stŞ W. TŞte eěte Ć u eÍnai stajerŠ ć jŘ ŊsqŰei u(ξ) < max_{Ω̄} u , giŘ kŘje ξ ∈ W .

82 KefŘlaio 6. >ElleiptikŠ jewrŢa

KefŘlaio 7

<UperbolikŚc ĽxisŤseic

7.1 MonodiŘstath ĽxŢswsh kŰmatoc

<H monodiŘstath ĽxŢswsh kŰmatoc

u_{tt} = c^2u_{xx} , (7.1)

Żpou t < qrŞnoc kaŢ x Ć qwrikŠ metablhtŠ, perigrŘfei tŠn ĹpomŘkrunsh pallŞmenhc Čmoiogenoğc qordŔc kaŢ Ĺpotele§ tŞ ĂploŰstero kaŢ qarakthristikŞtero parŘdeigma ĘperbolikŔc ĽxisŤsewc^1 . <H jetikŠ stajerŘ c Ĺpotele§ tŠn taqŰthta diadŞsewc toğ perigrafŞmenou kŰmatoc. <H ĽxŢswsh kŰmatoc Ăplopoie§tai mŚ tŞn ĹkŞloujo metasqhmatismŞ: ξ = x − ct , η = x + ct , ć ( ξ η ) = ( 1 −c 1 c ) ( x t ) . 1BlŚpe sqetikŠ ĹnaforŘ stŠ selŢda 4.

<OpŞte

u_x = u_ξξ_x + u_ηη_x = u_ξ + u_η u_t = u_ξξ_t + u_ηη_t = cu_η − cu_ξ .

^Ara^2 ∂ ∂x = ∂ ∂ξ + ∂ ∂η , ∂ ∂t = c ∂ ∂η − c ∂ ∂ξ kaŢ Ľn tŚlei

∂^2 ∂t^2 − c^2 ∂^2 ∂x^2 = ( c ∂ ∂η − c ∂ ∂ξ )_2 − c^2 ( ∂ ∂ξ + ∂ ∂η )_2

= −4c^2 ∂ ∂ξ ∂ ∂η . ^Ara loipŞn u_{tt} − c^2u_{xx} = −4c^2u_{ξη} kaŢ ątsi Ć ĽxŢswsh kŰmatoc kajŢstatai ŊsodŰnamh tŔc ĽxisŤsewc

u_{ξη} = 0 ,

mŚ genikŠ lŰsh

u = F (ξ) + G(η) = F (x + ct) + G(x − ct) . (7.2)

<H ĹnwtŚrw ąkfrash Ĺpotele§ lŰsh tŔc (7.1) giŘ kŘje F , G dŢc suneqŮc diaforŢsimec sunartŠseic, Żpwc dŰnatai nŘ diapistwje§ eękola.

2GenikŞtera ăn y = Ax, Żpou x = (x_1, . . . , x_n), y = (y_1, . . . , y_n) kaŢ A ∈ IR^{n×n}, stajerŞc pŢnakac, tŞte

D_x = ( ∂ ∂_{x1} , . . ., ∂ ∂_{xn} ) = A^T D_y .

DhladŠ ∂ ∂x_k = n∑ l=1 a_{lk} ∂ ∂y_l . >AnŘloga prokŰptei Ć perŢptwsh katŘ tŠn ČpoŢa Č pŢnakac A dŚn eÍnai stajerŞc kajŤc kaŢ oĚ tŰpoi tŮn pollaplŮn diaforikŮn.

^An Żmwc Ępoteje§ ĂplŮc Żti F , G ∈ L^1_{loc}(IR), tŞte Ć u Ľxakolouje§ nŘ Ĺpotele§ lŰsh ĘpŞ tŠn ąnnoia tŮn katanomŮn. [BlŚpe ăskhsh 1, selŢda 88.]

7.1.1 TŞ ČmoiogenŚc prŞblhma ĹrqikŮn timŮn

<H ĽxŢswsh kŰmatoc ĽmfanŢzetai sunŠjwc Ďc prŞblhma ĹrqikŮn timŮn ĘpŞ tŠn ĹkŞloujh ĽkdoqŠ: u_{tt} = c^2u_{xx} , x ∈ IR , t > 0 , u(x, 0) = f(x) , u_t(x, 0) = g(x) , (7.3)

Żpou f ∈ C^2(IR), g ∈ C^1(IR) . LŰsh toğ (7.3) prokŰptei ĹpŞ tŠn (7.2), Żpou oĚ F kaŢ G mporoğn nŘ brejoğn mŚsw tŮn ĹrqikŮn sunjhkŮn. SugkekrimŚna f(x) = u(x, 0) = F (x) + G(x) , g(x) = u_t(x, 0) = cF^′(x) − cG^′(x) . ^Ara eękola ąqoume Żti

F^′(x) = 1 2c (cf^′(x) + g(x)) , G^′(x) = 1 2c (cf^′(x) − g(x)) . ^Etsi loipŞn u(x, t) = F (x + ct) + G(x − ct) = ∫ x_+ct 0 F^′(y) dy + ∫ x_+ct 0 G^′(y) dy + α = 1 2 (f(x − ct) + f(x + ct)) + 1 2c ∫ x_+ct x−ct g(y) dy + α . Żpou α stajerŘ. <H timŠ tŔc stajerĞc α eÍnai mhdŚn lŞgw tŔc ĹrqikŔc sunjŠkhc u(x, 0) = f(x) . TelikŘ loipŞn ąqoume: u(x, t) = 1 2 (f(x − ct) + f(x + ct)) + 1 2c ∫ x_+ct x−ct g(y) dy . (7.4)

<O ĹnwtŚrw eÍnai gnwstŞc Ďc tŰpoc d’Alembert^3. Parathre§ste Żti ăn f ∈ C^2 kaŢ g ∈ C^1 tŞte u ∈ C^2. GenikŞtera ăn f ∈ C^{k+1} kaŢ g ∈ C^k tŞte u ∈ C^{k+1} giŘ kŘje k ≥ 1 .

7.1.2 PedŢo ĽxartŠsewc kaŢ kŮnoc ĽpirroŔc

QarakthristikŠ ŊdiŞthta tŮn ĘperbolikŮn ĽxisŤsewn eÍnai Ć peperasmŚnh taqŰthta diadŞsewc tŮn plhroforiŮn. SugkekrimŚna, stŠn ĽxŢswsh kŰmatoc, Ć taqŰthta aŐtŠ dŚn mpore§ nŘ xepernĞ tŞ c. <H (7.4) mĞc lŚgei Żti Ć lŰsh u stŞ shme§o (x, t) ĽxartĞtai ĹpŞ tŘ ĹrqikŘ dedomŚna stŞ diŘsthma [x − ct, x + ct] . <OpoiadŠpote plhroforŢa brŢsketai ĽktŞc aŐtoğ toğ diastŠmatoc dŚn mpore§ nŘ ĽphreŘsei tŠ lŰsh stŞ shme§o (x, t) .

>IsodŰnama, oĚ ĹrqikŚc timŚc stŞ shme§o x_0 ∈ IR ĽphreŘzoun tŢc timŚc tŔc lŰsewc stŞ fwteinŞ kŮno: C_{x0} = {(x, t) | |x − x_0| ≤ ct } . >AnŘlogec ŊdiŞthtec ąqoume kaŢ giŘ tŠn ĽxŢswsh kŰmatoc sŚ perissŞterec qwrikŚc diastŘseic.

7.1.3 TŞ kalŮc topojethmŚno toğ problŠmatoc ĹrqikŮn timŮn

StŢc diaforikŚc ĽxisŤseic TŞ KalŮc TopojethmŚno (Well-Posedness) ĄnŞc problŠmatoc, perilambŘnei tŘ ĄxŔc skŚlh

1. VUparxh lŰsewc. ^Htoi: TŞ prŞblhma ąqei prŘgmati lŰsh.

2. MonadikŞthta lŰsewc. ^Htoi: <H lŰsh eÍnai monadikŠ.

3Jean le Rond d’Alembert (1717-1783), GŘlloc FilŞsofoc kaŢ MajhmatikŞc.

3. EŐstŘjeia lŰsewc. ^Htoi: <H lŰsh ĽxartĞtai ČmalŘ ĹpŞ tŢc ĹrqikŚc sunjŔkec ć sunoriakŚc, ăn tŚtoiec perilambŘnontai stŞ prŞblhma, kajŤc kaŢ ČpoiesdŠpote paramŚtrouc ąqei tŞ prŞblhma. <OmalŮc shmaŢnei: MikrŚc diataraqŚc tŮn dedomŚnwn sunepŘgontai mikrŚc diataraqŚc tŔc lŰsewc ć OĚ diataraqŚc tŔc lŰsewc ĽlŚgqontai ĹpŞ tŢc diataraqŚc tŮn dedomŚnwn. <H eŐstŘjeia loipŞn sqetŢzetai tŞso mŚ tŠn ĽpilogŠ tŮn normŮn, Żso kaŢ tŮn paramŚtrwn.

StŞ (7.3) ąqoume tŞso đparxh Żso kaŢ monadikŞthta. <H sunŘrthsh u poŰ dŢdetai ĹpŞ tŠn (7.4) prŘgmati Ĺpotele§ lŰsh Żpwc mpore§ eękola nŘ Ľxakribwje§. ^An v ăllh, tŞte eědame Żti jŘ prŚpei nŘ eÍnai tŔc morfŔc (7.2) kaŢ lŞgw tŮn ĹrqikŮn sunjhkŮn dŚn ąqei ăllh ĽpilogŠ ĹpŞ tŞ nŘ Ŋsoğtai mŚ tŠ u.

<H lŰsh toğ (7.3) ĽxartĞtai grammikŘ ĹpŞ tŢc ĹrqikŚc sunjŔkec f kaŢ g. >ExartĞtai Żmwc kaŢ ČmalŘ. ^An u = u(x, t; f, g) = 1 2 (f(x − ct) + f(x + ct)) + 1 2c ∫ x_+ct x−ct g(y) dy , tŞte |u(x, t; f̃, g̃) − u(x, t; f, g)| ≤ 1 2 |f̃(x − ct) − f(x − ct)| + 1 2 |f̃(x + ct) − f(x + ct)| + 1 2c ∫ x_+ct x−ct |g̃(y) − g(y)| dy , ČpŞte ||u(·, t; f̃, g̃) − u(·, t; f, g)||_∞ ≤ ||f̃ − f||_∞ + t||g̃ − g||_∞ . <H metabolŠ loipŞn tŮn f kaŢ g, Ďc prŞc tŠn L^∞-nŞrma ĽlŚgqei tŠ metabolŠ tŔc u, Ďc prŞc tŠn ědia nŞrma, giŘ kŘje dedomŚnh qronikŠ stigmŠ. ^Eqoume loipŞn L^∞ eŐstŘjeia.

<H u eÍnai eŐstajŠc kaŢ Ďc prŞc c. [BlŚpe ăskhsh 7 poŰ Ĺkolouje§.]

>AskŠseic 7.1

88 KefŘlaio 7. <UperbolikŚc ĽxisŤseic

1. ^Estw Żti F, G ∈ L^1_{loc}(IR). DeŢxate Żti Ć u(x, t) = F (x − ct) + G(x + ct) , Ĺpotele§ lŰsh tŔc ĽxisŤsewc kŰmatoc ĘpŞ tŠn ąnnoia tŮn katanomŮn. ^Htoi: GiŘ kŘje φ ∈ C^∞_0 (IR^2) ŊsqŰei Żti ∫ I R ∫ I Ru(x, t)(φ_{tt}(x, t) − c^2φ_{xx}(x, t))dx dt = 0 .

2. >ArqŠ toğ parallhlogrŘmmou: ^Estw parallhlŞgrammou ABGD topojethmŚno stŞ ĆmiepŢpedo H = {(x, t) | t ≥ 0} kaŢ toğ Čpo§ec oĚ pleurŚc eÍnai parŘllhlec prŞc tŠn eŐjeŢa x = ct ć tŠn eŐjeŢa x = −ct . ^An Ć u eÍnai dŢc suneqŮc diaforŢsimh stŞ H kaŢ Ěkanopoie§ tŠn ĽxŢswsh kŰmatoc stŞ H tŞte u(A) + u(G) = u(B) + u(D) . (7.5) >AntistrŞfwc: ^An u ∈ C^2(H) kaŢ Ć u Ěkanopoie§ tŠn (7.5) giŘ kŘje parallhlŞgrammo stŞ H mŚ pleurŚc parŘllhlec prŞc tŢc eŐje§ec x = ct ć x = −ct, tŞte Ć u Ěkanopoie§ tŠn ĽxŢswsh kŰmatoc.

3. (SunŚqeia) ^An u suneqŠc sunŘrthsh ĽpŢ toğ IR^2 Ć ČpoŢa Ěkanopoie§ tŠn ĹrqŠ toğ parallhlogrŘmmou, tŞte deŢxate Żti Ć u Ĺpotele§ ĹsjenŔ lŰsh tŔc (7.3).

4. (SunŚqeia) QrhsimopoiŤntac katŘllhla tŠn >ArqŠ toğ ParallhlogrŘmmou ĹnaptŰxate mejodologŢa ĽpilŰsewc toğ problŠmatoc ĹrqikŮn/sunoriakŮn timŮn: u_{tt} − c^2u_{xx} = 0 , x > 0 , t > 0 , u(x, 0) = f(x) , u_t(x, 0) = g(x) , u(0, t) = h(t) x > 0, t > 0 . 5. NŘ Ĺnaptuqje§ mŚjodoc ĽpilŰsewc toğ piŞ kŘtw mŠ Čmoiogenoğc problŠmatoc ĹrqikŮn timŮn: u_{tt} − c^2u_{xx} = h(x) , x ∈ IR , t > 0 , u(x, 0) = f(x) , u_t(x, 0) = g(x) . [<UpŞdeixh : >Anazhte§ste eŊdikŠ lŰsh tŔc merikŔc diaforikŔc ĽxisŤsewc poŰ ĽxartĞtai mŞno ĹpŞ tŞ x .]

6. NŘ melethje§ katŘ pŞson ąqoume L^p-eŐstŘjeia, Żpou p ∈ [1, +∞), tŮn lŰsewn toğ (7.3) Ďc prŞc tŢc ĹrqikŚc sunjŔkec.

7. PŞso eŐstajŮc ĽxartĞtai Ć lŰsh toğ (7.3) ĹpŞ tŞ c?

7.2 TŞ mŠ ČmoiogenŚc prŞblhma 89

7.2 TŞ mŠ ČmoiogenŚc prŞblhma

^Estw tŤra Żti mĞc dŢdetai Ć mŠ ČmoiogenŠc ĽkdoqŠ toğ (7.3) u_{tt} − c^2u_{xx} = f(x, t) , x ∈ IR , t > 0 , u(x, 0) = g(x) , u_t(x, 0) = h(x) . (7.6)

Żpou f suneqŮc diaforŢsimh sunŘrthsh Ć ČpoŢa ĹntiproswpeŰei tŠn ĽxwterikŠ dŰnamh. Parathroğme Żti ăn u = u(x, t; f, g, h) Ć lŰsh toğ (7.6), tŞte u(x, t; f, g, h) = u(x, t; 0, g, h) + u(x, t; f, 0, 0) . <H lŰsh loipŞn toğ (7.6) jŘ prokŰyei mŚsw <UperjŚsewc (Superposition) tŔc lŰsewc toğ (7.3) kaŢ lŰsewc toğ (7.6) mŚ Čmoiogene§c ĹrqikŚc sunjŔkec: u_{tt} − c^2u_{xx} = f(x, t) , x ∈ IR , t > 0 , u(x, 0) = u_t(x, 0) = 0 .

(7.7)

PrŞc ĽpŢlush toğ (7.7) eŊsŘgoume Ľk nŚou tŠn ĹllagŠ metablhtŮn ξ = x − ct , η = x + ct , poŰ metatrŚpei tŞ (7.7) stŞ U_{ξη} = −^1_{4c2} F (ξ, η) , U(s, s) = U_ξ(s, s) = U_η(s, s) = 0 , s ∈ IR , (7.8)

Żpou U(ξ, η) = u ( ξ + η 2 , − ξ − η 2c ) , F (ξ, η) = f ( ξ + η 2 , − ξ − η 2c ) .

<OloklhrŤnontac tŠn U_{ξη} Ďc prŞc tŠn prŤth metablhtŠ stŞ diŘsthma [ξ, η] lambŘnoume: U_η(ξ, η) = U_η(η, η) + ∫ ξ η U_{ξη}(s, η) ds = − 1 4c^2 ∫ ξ η F (s, η) ds . >AkoloŰjwc ČloklhrŤnoume Ďc prŞc tŠ deŰterh metablhtŠ ĽpŢshc stŞ [ξ, η], ČpŞte U(ξ, η) = U(ξ, ξ) + ∫ η ξ U_η(ξ, ϑ) dϑ = − 1 4c^2 ∫ η ξ ∫ ξ ϑ F (s, ϑ) ds dϑ . (7.9) Qrhsimopoioğme tŤra tŞn ĹntŢstrofo metasqhmatismŞ τ = − s − ϑ 2c , σ = s + ϑ 2 , (7.10) mŚ <IakwbianŠ 2c . TŞ pedŢo ČloklhrŤsewc stŞ (7.9) perigrafŚtai tŤra stŞn qŮro tŮn (σ, τ ) Ďc T_{(x,t)} = {(σ, τ ) | |σ − x| ≤ t − τ } . ^Etsi Ć (7.9) Ľn tŚlei dŢdei u(x, t) = 1 2c ∫ t 0 ∫ x_+c_(t_+τ_) x−c(t−τ ) f(σ, τ ) dσ dτ . (7.11) Parathre§ste Żti tŞ dexiŞ mŚroc tŔc ĹnwtŚrw Ĺpotele§ tŞ mŚso Żro tŔc f stŞ trŢgwno T_{(x,t)} pollaplasiasmŚno ĽpŢ t/2 . SunolikŘ loipŞn Ć lŰsh toğ (7.6) dŢdetai ĹpŞ tŞn tŰpo: u(x, t) = 1 2 (f(x − ct) + f(x + ct)) + 1 2c ∫ x_+ct x−ct g(y) dy + 1 2c ∫ t 0 ∫ x_+c_(t_+τ_) x−c(t−τ ) f(σ, τ ) dσ dτ .

>AskŠseic 7.2

1. NŘ Ľxakribwje§ Żti tŞ dexiŞ mŚloc tŔc (7.11) prŘgmati Ĺpotele§ lŰsh toğ problŠmatoc ĹrqikŮn timŮn (7.6).

2. NŘ melethje§ tŞ kalŮc topojethmŚno toğ mŠ Čmoiogenoğc problŠmatoc (7.6).

SugkekrimŚna pŮc mpore§ nŘ fraqje§ Ć L^∞ nŞrma tŔc diaforĞc u(·, t; f̃, g̃, h̃) − u(·, t; f, g, h) ĹpŞ tŢc tŢc nŞrmec tŮn ĹntistoŢqwn diaforŮn tŮn ĹrqikŮn dedomŚnwn kaŢ toğ

mŠ Čmoiogenoğc Żrou.

7.3 <UperbolikŘ sustŠmata

VEna grammikŞ sŰsthma prŤthc tŘxewc dŰo metablhtŮn ąqei tŠ ĹkŞloujh morfŠ A(x, t)u_t + B(x, t)u_x = C(x, t)u + d(x, t) . (7.12) <H zhtoŰmenh sunŘrthsh <u = (u^1, . . . , u^n), Ĺpotele§ n-diŘstato diŘnusma, oĚ suntelestŚc A, B kaŢ C Ĺpoteloğn pŢnakec n × n, (toŰc pŢnakec tŮn suntelestŮn), ĽnŮ d, Č mŠ ČmoiogenŠc Żroc, ĽpŢshc ndiŘstato diŘnusma. TŞ prŞblhma Cauchy sumplhrŤnetai mŚ tŘ dedomŚna Cauchy: u(x, φ(x)) = f (x) , x ∈ I . (7.13) <H ČmalŠ kampŰlh t = φ(x) Ĺpotele§ tŠn probolŠ tŮn dedomŚnwn Cauchy, ĽnŮ f = (f^1, . . . , f^n) . <H kampŰlh ĽpŢ tŔc ČpoŢac perigrŘfontai tŘ dedomŚna Cauchy ŃnomŘzetai mŠ qarakthristikŠ ăn ĽpflaŐtŔc, sunduŘzontac tŠ merikŠ diaforikŠ ĽxŢswsh (7.12) kaŢ tŘ dedomŚna Cauchy (7.13), mporoğme nŘ ĘpologŢsoume Żlec tŢc merikŚc paragŤgouc tŢc u ĽpŢ tŔc kampŰlhc aŐtŔc. SugkekrimŚna ĹpŞ tŠn (7.13) prokŰptei Żti

u_x(x, φ(x)) + φ^′(x)u_t(x, φ(x)) = f^′(x) , (7.14) kaŢ sŚ sunduasmŞ mŚ tŠn (7.12) Żti (A(x, t) − φ^′(x)B(x, t)) u_t = C(x, t)u + d(x, t) − B(x, t)f^′(x, t) . ^Ara, ăn gnwrŢzoume tŠn u_t, mporoğme nŘ broğme kaŢ tŠn u_t ĹpŞ tŠn (7.14) kaŢ diadoqikŘ Żlec tŢc merikŚc paragŤgouc tŔc u ĽpŢ tŔc t = φ(x), ăn bebaŢwc tŘ A, B, C, d, f kaŢ φ eÍnai ĽparkŮc ČmalŘ. <Wc Ľk toŰtou Ć SunjŠkh MŠ QarakthristikŞthtoc stŠ sugkekrimŚnh perŢptwsh eÍnai det (A(x, t) − φ^′(x)B(x, t)) ≠ 0 . ^An dŚ tŘ dedomŚna Cauchy ĽdŢdonto Ďc u(f(s), g(s)) = h(s) , s ∈ I , tŞte Ć sunjŠkh mŠ qarakthristikŞthtoc jŘ Êtan det (f^′(s)A(f(s), g(s)) − g^′(s)B(f(s), g(s))) ≠ 0 . >IdiaitŚrwc stŠn perŢptwsh toğ problŠmatoc ĹrqikŮn timŮn Żpou tŘ dedomŚna Cauchy perigrŘfontai ĽpŢ tŔc eŐjeŢac t = 0, Ć sunjŠkh mŠ qarakthristikŞthtoc eÍnai det A ≠ 0 . ^Etsi loipŞn, stŠn perŢptwsh toğ problŠmatoc ĹrqikŮn timŮn, mporoğme nŘ Ĺpallagoğme ĹpŞ tŞ pŢnaka A pollaplasiŘzontac tŠn ĽxŢswsŠ mac ĽpŢ A^{−1}. TŞ mŠ qarakthristikŞ prŞblhma Ĺrqik~wn tim~wn grŘfetai stŠn ĄxŔc morfŠ: u_t + B(x, t)u_x = C(x, t)u + d(x, t) u(x, 0) = f (x) . (7.15)

StŠn perŢptwsh aŐtŠ qarakthristikŠ eÍnai miŘ kampŰlh x = ξ(t) giŘ tŠn ČpoŢa det (ξ^′(t)I − B(ξ(t), t)) ≠ 0 . >IsodŰnama lŰsh tŔc sunŠjouc diaforikŔc ĽxisŤsewc ξ^′ = λ_k(ξ, t) ,

Żpou λ_k(x, t) ŊdiotimŠ toğ pŢnaka B(x, t).

XeqwristŞ ĽndiafŚron parousiŘzei Ć perŢptwsh tŮn susthmŘtwn stŘ ČpoŢa Č pŢnakac B = B(x, t), eÍnai diagwnopoiŠsimoc mŚ pragmatikŚc ŊdiotimŚc.

<OrismŞc 7.3.1 TŞ grammikŞ sŰsthma merikŮn diaforikŮn ĽxisŤsewn u_t + B(x, t)u_x = C(x, t)u + d(x, t) , ŃnomŘzetai ĘperbolikŞ ăn Č pŢnakac B eÍnai diagwnopoiŠsimoc mŚ pragmatikŚc ŊdiotimŚc. ^Htoi: B(x, t) = U^{−1}(x, t)L(x, t)U(x, t) , Żpou L(x, t) = diag(λ_1(x, t), . . . , λ_n(x, t)) .

ParatŠrhsh <O ĹnwtŚrw ČrismŞc mpore§ eękola nŘ genikeuje§ stŠn perŢptwsh oĚoneŢ grammikoğ sustŠmatoc.

SŚ miŘ tŚtoia perŢptwsh grammikoğ sustŠmatoc tŞ prŞblhma ĹrqikŮn timŮn (7.15) grŘfetai ŊsodŰnama Ďc v_t + L(x, t)v_x = C̃(x, t)v + d̃(x, t) , v(x, 0) = f̃ (x) , (7.16)

Żpou v = Uu, C̃ = U_x + LU_x + UCU^{−1} , d̃ = Ud kaŢ f̃ = Uf . QŘrin ĂplousteŰsewc, jŘ Ĺpallagoğme ĹpŞ tŢc perispwmŚnec ( ~ ), ČpŞte tŞ (7.16) grŘfetai ŊsodŰnama Ďc v^k_t + λ_kv^k_x = ∑n i=1 c_{ik}v^k + d^k , v^k(x, 0) = f^k(x) .

(7.17) giŘ kŘje k, i = 1, . . . , n, Żpou v = (v_1, . . . , v^n) , λ_k, c_{ik}, d_k kaŢ f_k eÍnai sunartŠseic tŮn x kaŢ t . ^An tŤra Ć kampŰlh x = ξ_k(t) Ěkanopoie§ tŠ diaforikŠ ĽxŢswsh x^′ = λ_k(x, t) tŞte ĽpŢ toğ grafŠmatŞc thc Ć v^k jŘ Ěkanopoie§ d dt v^k(ξ_k(t), t) = v^k_t + ξ^′_kv^k_x = v^k_t + λ_kv^k_x = n∑ i=1 c_{ki}v^i + d^k (7.18)

Ć ČpoŢa Ĺpotele§ sunŠjh diaforikŠ ĽxŢswsh ĽpŢ tŔc k-qarakthristi-kŔc. ^Ac ĘpojŚsoume Żti ĹpŞ kŘje shme§o (x, t), toğ jetikoğ ĆmiepipŚdou, t > 0 , eěqame n ĹnŘdromec qarakthristikŚc poŰ katalŠgoun stŞn ăxona tŮn x. ^Htoi: LŰseic χ_k = χ_k(t; X, T ), k = 1, . . . , n, tŮn problhmŘtwn ĹrqikŮn timŮn x^′ = λ_k(x, t) x(T ; X, T ) = X . TŞte ČloklhrŤnontac tŠn (7.18) lambŘnoume:

v^k(X, T ) = v^k(χ_k(0; X, T ), 0) + ∫ T 0 ( n ∑ i=1 c_{ki}v^i + d_k ) dt ,

= f_k(χ_k(0; X, T )) + ∫ T 0 ( n ∑ i=1 c_{ki}v^i + d_k ) dt , Żpou k = 1, . . . , n . MŚsw aŐtŔc tŔc diadikasŢac, metetrŘph tŞ prŞblhma ĹrqikŮn timŮn sŚ <OloklhrwtikŠ >ExŢswsh tŔc morfŔc: v = b + Sv , (7.19) Żpou b = (b^1, . . . , b^n) , mŚ

b^k(x, t) = f^k(χ_k(0; x, t)) + ∫ t 0 d^k(χ_k(s; x, t), s) ds , (7.20)

ĽnŮ Č GrammikŞc <OloklhrwtikŞc TelestŠc S ČrŢzetai Ďc ĄxŔc: Sv = w , Żpou w = (w^1, . . . , w^n) mŚ w^k(x, t) = ∫ t 0 n∑ i=1 c_{ki}(χ_k(s; x, t), s)v^i(χ_k(s; x, t), s) ds . StŞqoc mac eÍnai nŘ ĹpodeŢxoume Żti Ć (7.19) ąqei lŰsh sŚ katŘllhlo qŮro. <H lŰsh jŘ Ĺpotele§ stajerŞ shme§o tŔc ĹpeikonŢsewc Fv = b + Sv , tŞ Čpo§o jŘ prokŰyei Ďc Żrio tŔc ĹnadromikŔc ĹkoloujŢac^4 v_{n+1} = b + Sv_n . (7.21) <H sŰgklish aŐtŔc tŔc ĹkoloujŢac prokŰptei ĹpŞ tŞ gegonŞc Żti Ć S Ĺpotele§ sustaltikŠ ĹpeikŞnish Ďc prŞc katŘllhlh nŞrma kaŢ bebaŢwc katŘllhlo qŮro Banach. <Wc prŤth dokimŠ jŘ qrhsimopoiŠsoume tŞ qŮro tŮn suneqŮn kaŢ fragmŚnwn sunartŠsewn ĹpŞ tŞ IR×[0, T ] stŞn IR^n, dhladŠ tŞ qŮro poŰ jŘ sumbolŢzoume mŚ C_b(IR × [0, T ]), mŚ nŞrma ||u||_∞ = sup_{x,t,k} |u^k(x, t)| , 4<H ĹkoloujŢa aŐtŠ eÍnai Ľn pollo§c ĘpomimnŠskousa tŔc ĹnadromikŔc ĹkoloujŢac Picard Ć ČpoŢa qrhsimopoiŠjhke stŠn kataskeuŠ ĹnadromikŔc ĹkoloujŢac φ_0(t) = ξ , φ_{n+1}(t) = ξ + ∫_t τ f(s, φ_n(s)) ds , sugklŢnousac stŠ lŰsh problŠmatoc ĹrqikŮn timŮn { x^′ = f(t, x) x(τ ) = ξ , sunŠjwn diaforikŮn ĽxisŤsewn. StŠn pragmatikŞthta ĽfarmŞzetai ĹrkibŮc Ć ědia ŊdŚa.

Ć ČpoŢa kaŢ tŞn kajistĞ prŘgmati qŮro Banach. Eękola diapistoğtai Żti ||Su||_∞ ≤ T sup_{k,t,x} n∑ i=1 |c_{ki}(x, t)| · ||u||_∞ , ĹpflŻpou prokŰptei Źna ănw frŘgma tŔc nŞrmac toğ telestoğ S Ć ČpoŢa ČrŢzetai Ďc ||S||_∞ = sup_{||v||} 1=1 ||Sv||_∞ . DhladŠ ||S||_∞ ≤ T sup_{k,t,x} n∑ i=1 |c_{ki}(x, t)| = s(T ) . ProfanŮc giŘ katŘllhlo T > 0 jŘ ąqoume Żti s(T ) < 1 kaŢ Ďc Ľk toŰtou Č telestŠc S kajŢstatai sustaltikŞc. GiŘ Źna tŚtoio T jŘ ŊsqŰei Żti ||S||_∞ < 1 kajŤc kaŢ Żti ||S^n||_∞ ≤ ||S||^n_∞ < 1 . JŘ qreiastoğme tŞ piŞ kŘtw LŔmma:

Lh̃mma 7.3.1 ^Estw B qŮroc Banach kaŢ T : B → B fragmŚnoc telestŠc nŞrmac ||T || < 1, tŞte giŘ kŘje w ∈ B Ć ĽxŢswsh v = w + T v, ąqei monadikŠ lŰsh stŞn B .

>ApŞdeixh : <OrŢzoume tŠn ĹnadromikŠ ĹkoloujŢa v_0 = 0 , v_{n+1} = w + T v_n .

TŞte v_{n+1} − v_n = T (v_n − v_{n−1}) = T^{n−1}(v_1 − v_0) = T^{n−1}w , ČpŞte v_n = n∑ k=1 (v_k − v_{k−1}) = n∑ k=1 T^{k−1}(v_1 − v_0) = n∑ k=1 T^{k−1}w .

<H ĹkoloujŢa {v_n}_{n∈IN} eÍnai ĹkoloujŢa Cauchy. PrŘgmati ||v_m − v_n|| ≤ n∑ k=m+1 ||T^kw|| ≤ n∑ k=m+1 ||T ||^k · ||w|| ≤ ||T ||^m ||w|| 1 − ||T || . <Wc Ľk toŰtou sugklŢnei kaŢ lŞgw tŔc sunŚqeiac toğ telestoğ T tŞ Żrio v tŔc ĹkoloujŢac jŘ Ěkanopoie§ v = w + T v . 2 .

TŞ Żrio tŔc ĹkoloujŢac (7.21) Ĺpotele§ mŚloc toğ sunŞlou C_b(IR × [0, T ]) kaŢ Ďc Ľk toŰtou dŚn Ępoqreoğtai nŘ Ĺpotele§ suneqŮc diaforŢsimh sunŘrthsh, Ĳste nŘ Ěkanopoie§ tŠ diaforikŠ ĽxŢswsh. JerapeŢa stŞ prŞblhma aŐtŞ prokŰptei mŚsw ĹllagŔc tŔc nŞrmac. StajeropoiŮntac Ľk nŚou tŞ qrŞno, ČrŢzoume tŞ qŮro C^1_b (IR × [0, T ]) tŮn sunartŠsewn u : IR × [0, T ] → IR^n giŘ tŢc Čpo§ec oĚ u kaŢ u_x eÍnai suneqe§c kaŢ fragmŚnec. FusiologikŠ nŞrma eÍnai Ć ||u||_{1,∞} = sup_{x.t.k} { |u^k(x, t)|, |u^k_x(x, t)| } , mŚ tŠn ČpoŢa Č C^1_b (IR × [0, T ]) kajŢstatai ĽpŢshc qŮroc Banach. ^An u∈ C^1_b (IR × [0, T ]) tŞte kaŢ Su ∈ C^1_b (IR × [0, T ]) ĽpŢshc mŚ tŠn pro˛pŞjesh Żti tŘ stoiqe§a c_{ik}, toğ pŢnaka C, eÍnai suneqe§c kaŢ fragmŚnec mŚ paragŤgouc Ďc prŞc x ĽpŢshc suneqe§c fragmŚnec. Diapistoğtai eękola Żti ||S||_{1,∞} ≤ T ( n ∑ k=1 ( sup_{i,t,x}(|c_{ik}(x, t)| + |c_{ik,x}(x, t)|) ) sup_{t,X,T}|χ_{i,X}(t; X, T )| )

+T sup_{k,t,x} n∑ i=1 |c_{ki}(x, t)| = s(T ) . ^An ĽpilŚxoume ĽparkŮc mikrŞ T Č telestŠc S kajŢstatai || · ||_{1,∞}- sustaltikŞc kaŢ Ďc Ľk toŰtou, bŘsei toğ LŠmmatoc 7.3.1, Ć ĽxŢswsh v = b + Sv , ąqei monadikŞ stajerŞ shme§o ĽntŞc toğ C^1_b (IR × [0, T ]). Eękola diapistoğtai Żti tŞ stajerŞ aŐtŞ shme§o jŘ eÍnai sunŘrthsh suneqŮc diaforŢsimh kaŢ Ďc prŞc t. ParŘ tŞ gegonŞc Żti Ć mŚjodoc poŰ perigrŘyame ĽxasfalŢzei lŰsh toğ problŠmatoc ĹrqikŮn timŮn (7.16) mŞno giŘ mikrŞ qrŞno T , ĹllepŘllhlh ĽpanŘlhyh tŔ mejŞdou dŰnatai nŘ mĞc paraqwrŠsei kajolikŠ lŰsh. SugkekrimŚna, ăn jewrŠsoume tŘ telikŘ dedomŚna tŔc v, dhladŠ tŠn v(·, T ), Ďc ĹrqikŘ, mporoğme nŘ ĽpanalŘboume tŠn proanaferjeŢsa diadikasŢa kaŢ nŘ paragŘgoume lŰsh sŚ diŘsthma qrŞnou [T, T]. <H diadikasŢa aŐtŠ mpore§ nŘ suneqisje§ ad infinitum kaŢ nŘ kataskeuŘsei kajolikŠ lŰsh toğ problŠmatoc ĹrqikŮn timŮm (7.12), ĽfflŻson mĞc tŞ ĽpitrŚpoun tŘ frŘgmata tŮn c_{ik}, c_{ik,x} kaŢ χ_{i,X} . >AskŠseic 7.3

1. DeŢxate Żti prŘgmati oĚ qŮroi C_b(F ) kaŢ C^1_b (F ) eÍnai qŮroi Banach, Żpou F kleistŞ ĘposŰnolo EŐkleideŢou qŤrou

2. NŘ metatrape§ tŞ mŠ ČmoiogenŚc prŞblhma (7.6) sŚ sŰsthma prŤthc tŘxewc kaŢ ĹkoloŰjwc nŘ Ľpiluje§ Ďc sŰsthma.

3. NŘ genikeueje§ Ć ĹnwtŚrw mŚjodoc stŠn perŢptwsh tŮn oĚoneŢ grammikŮn susthmŘtwn. SugkekrimŚna, ąstw Żti ąqoume tŞ prŞblhma Ĺrqik~wn tim~wn { u_t + B(x, t, u)u_x = d(x, t, u) , u(x, 0) = f (x, 0) , (7.22)

Żpou B = U^{−1}ΛU kaŢ Λ = diag(λ_1(x, t, u), . . . , λ_n(x, t, u)), λ_i ∈ IR . <UpŞ

poiŚc pro˛pojŚseic ĽxasfalŢzetai topikŠ (stŞ qrŞno) lŰsh toğ (7.22)?

7.4 <H ĽxŢswsh kŰmatoc stŢc n diastŘseic

SflŻti Ĺkolouje§ jŘ melethje§ tŞ prŞblhma ĹrqikŮn timŮn

u_{tt} = c^2Δu u(x, 0) = f(x) , u_t(x, 0) = g(x) , (7.23)

Żpou x ∈ IR^n, ĽnŮ t > 0.

<O telestŠc 2 = ∂^2/∂t^2 − c^2Δ ŃnomŘzetai TelestŠc d’Alembert.

7.4.1 MŚjodoc tŮn sfairikŮn mŚswn Żrwn

^Estw v ∈ C(IR^n) kaŢ r > 0 . <OrŢzoume Ďc M^u(x, r) tŞ mŚso Żro tŮn timŮn tŔc u ĽpŢ tŔc ĽpifaneŢac tŔc sfaŢrac mŚ kŚntro x kaŢ ĹktŢna r. DhladŠ: M^u(x, r) = 1 ω_nr^{n−1} ∫ S(x,r) u(s) ds = 1 ω_nr^{n−1} ∫ S(0,r) u(x + s) ds = 1 ω_n ∫ S(0,1) u(x + rs) ds . <O ĹnwtŚrw tŰpoc mĞc ĽpitrŚpei nŘ ČrŢsoume tŠn M^u(x, r) giŘ kŘje r ∈ IR. EÍnai mŘlista, Ć ĹnwtŚrw sunŘrthsh, ĹrtŢa Ďc prŞc r .

ParathrŠseic

1. ^An u ∈ C^k(IR^n) tŞte eękola prokŰptei Żti M^u ∈ C^k(IR^{n+1}). 2. <H u lambŘnetai ĹpŞ tŠn M^u mŚsw ČrŢou: lim_{r→0} M^u(x, r) = u(x) . (7.24)

<O tŰpoc toğ Darboux^5 ^Estw tŤra Żti u ∈ C^2(IR^n), ČpŞte ĽfarmŞzontac tŠn tautŞthta Green lambŘnoume: ∫ B(x,r) Δu(y) dy = ∫ S(x,r) ∇u(s) · ν(s) ds = ∫ S(0,r) ∇u(x + s) · ν(s) ds 5Jean Gaston Darboux (1842-1917).

= r^{n−1} ∫ S(0,1) ∇u(x + rs) · s ds = r^{n−1} ∂ ∂r ∫ S(0,1) u(x + rs) ds

= ω_nr^{n−1} ∂ ∂r M^u(x, r) <Wc Ľk toŰtou ∂ ∂r M^u(x, r) = 1 ω_nr^{n−1} ∫ r 0 ( ϱ^{n−1}Δ_x ∫ S(0,1) u(x + ϱs) ds ) dϱ = 1 r^{n−1} ∫ r 0 ϱ^{n−1}Δ_xM^u(x, ϱ) dϱ , ĹpflŻpou, paragwgŢzontac Ďc prŞc r, prokŰptei Żti ∂ ∂r ( r^{n−1} ∂ ∂r M^u(x, r) ) = Δ_x ( r^{n−1}M^u(x, r) ) , kaŢ Ľn tŚlei Żti ( ∂^2 ∂r^2 + n − 1 r ∂ ∂r ) M^u(x, r) = Δ_xM^u(x, r) , (7.25)

poŰ Ĺpotele§ tŞn TŰpo toğ Darboux.

>AnadiatŰpwsh toğ problŠmatoc Cauchy:

^Estw tŤra u = u(x, t) lŰsh toğ (7.23). TŞte meletŤntac toŰc sfairikoŰc mŚsouc tŔc u Ďc prŞc x lambŘnoume tŘ ĹkŞlouja: ^Estw M^u(x, t, r) = 1 ω_n ∫ S(0,1) u(x + rs) ds . TŞte Δ_xM^u(x, t, r) = 1 ω_n ∫ S(0,1) Δ_xu(x + rs) ds

= 1 c^2ω_n ∫ S(0,1) u_{tt}(x + rs) ds

= 1 c^2ω_n

∂^2 ∂t^2 = ∫ S(0,1) u_{tt}(x + rs) ds

= 1 c^2

∂^2 ∂t^2 M^u(x, t, r) . LŞgw loipŞn toğ (7.25) Ć M^u(x, t, r) jŘ Ěkanopoie§ tŠn ĽxŢswsh

∂^2 ∂t^2 M^u(x, t, r) = c^2 ( ∂^2 ∂r^2 + n − 1 r ∂ ∂r ) M^u(x, r) . (7.26)

^An tŤra n perittŞc kaŢ sugkekrimŚna ăn n = 2m + 1 tŞte pollaplasiŘzontac tŠn (7.26) ĽpŢ r^m lambŘnoume tŠn

∂^2 ∂t^2 (r^mM^u(x, t, r)) = c^2

∂^2 ∂r^2 (r^mM^u(x, r)) , (7.27)

Ć ČpoŢa Ĺpotele§ tŠ monodiŘstath ĽxŢswsh kŰmatoc. EŊdikŘ stŠn perŢptwsh n = 3 ąqoume Żti m = 1 kaŢ lambŘnoume Żti Ć sunŘrthsh rM^u(x, t, r) Ěkanopoie§ tŠn ĽxŢswsh

(rM^u)_{tt} = c^2 (rM^u)_{xx} ,

mŚ tŢc ĹkŞloujec ĹrqikŚc sunjŔkec: rM^u(x, 0, r) = rM^φ(x, 0, r) kaŢ rM^u_t (x, 0, r) = rM^ψ (x, 0, r) . ^Ara, ĽfarmŞzontac tŞn tŰpo d’Alembert jŘ ąqoume Żti rM^u(x, t, r) = 1 2 ((r − ct)M^φ(x, 0, r − ct) + (r + ct)M^φ(x, 0, r + ct)) + 1 2c ∫ r_+ct r−ct ϱM^ψ(x, 0, ϱ) dϱ .

<H u = u(x, t) mpore§ nŘ prokŰyei Ďc ĹpŞ tŠn (7.24). ProkŰptei Żmwc kaŢ Ďc u(x, t) = lim_{r→0} (M^u(x, t, r) + rM^u_r (x, t, r))

= lim_{r→0} ∂ ∂r (rM^u(x, t, r))

= lim_{r→0} ∂ ∂r (rM^u(x, t, r))

KefŘlaio 8

Parabolikec ĽxisŤseic

8.1 <H ĽxŢswsh jermŞthtoc

<H ĽxŢswsh jermŞthtoc

u_t = κΔu , (8.1)

ĹpŞtele§ tŠ qarakthristikŞterh parabolikŠ ĽxŢswsh. PerigrŘfei tŠn ĽxŚlixh tŔc katanomŔc jermokrasiŮn sŚ ČmoiogenŚc mŚso stŢc mŢa, dŰo ć tre§c diastŘseic. StŠn (8.1), tŞ u(x, t) Ĺpotele§ tŠ jermokrasŢa tŠ qronikŠ t stŠ jŚsh x , ĽnŮ tŞ κ Ĺpotele§ tŠ stajerŘ jermikŔc ĹgwgimŞthtoc kaŢ eÍnai jetikŠ. <H (8.1) sunodeŰetai sunŠjwc ĹpŞ sunjŔkec poŰ sunjŚtoun eěte prŞblhma ĹrqikŮn timŮn, Żtan mĞc dŢdetai Ć ĹrqikŠ katanomŠ jermokrasiŮn, eěte prŞblhma ĹrqikŮn/sunoriakŮn timŮn, Żtan tŞ ČmoiogenŚc mŚso stŞ Čpo§o meletĞtai Ć ĽxŚilixh tŔc katanomŔc jermokrasiŮn ąqei sŰnoro. <H ĽxŢswsh jermŞthtoc ąqei kaŢ mŠ ČmoiogenŔ ĽkdoqŠ u_t = κΔu + f , mŚ tŞ mŠ ČmoiogenŔ Żro nŘ ĹntiproswpeŰei paroqŠ jermŞthtoc ĹpŞ ĽxwterikŞ aětio. >ApŞ tŤra kaŢ stŞ ĄxŔc jŘ ĘpojŚtoume Żti Ć qwrikŠ metablhtŠ x Ĺpotele§ stoiqe§o toğ IR^n kaŢ prŞblhma ĹnaforĞc jŘ

104 KefŘlaio 8. Parabolikec ĽxisŤseic

Ĺpotele§ tŞ sŰnhjec prŞblhma ĹrqikŮn timŮn u_t = κΔu , u(x, 0) = f(x) . (8.2)

EŊdikŠ lŰsh tŔc (8.1) Ĺpotele§ Ć u(x, t) = e^{iξ·x−κt|ξ|2} , (8.3) Ć Ĺpotele§ lŰsh toğ (8.2) giŘ ĹrqikŠ sunjŠkh f(x) = e^{ξ·x} , dhladŠ miŘ suqnŞthta. BlŚpoume loipŞn Żti Żso megalŰterh Ć suqnŞthta ξ, tŞso taqŰtera pejaŢnei Ć lŰsh. ^An tŤra Êtan dunatŞn nŘ Ĺnaluje§ Ć aŐjaŢreta ĽpilegmŚnh ĹrqikŠ f Ďc grammikŞc sunduasmŞc te’toiwn suqnotŠtwn tŞte lŰsh toğ (8.2) jŘ Êtan Źnac grammikŞc sunduasmŞc sunartŠsewn tŔc morfŔc (8.3). AŐtŞ eÍnai prŘgmati ĽfiktŞ giŘ ĹrketŘ kalŚc sunartŠseic f. SugkekrimŚna giŘ stoiqe§a tŔc klŘsewc toğ Schwartz S poŰ ČrŢzetai Ďc ĄxŔc: ^Estw α, β polude§ktec kaŢ f ∈ C^∞(IR^n) . JŚtoume M_{α,β}(f) = sup_{x∈IRn} | | |x^αD^βf(x) | | | , ČpŞte ąqoume tŞ piŞ kŘtw sŰnolo

S = {f ∈ C^∞(IR^n) j M_{α,β}(f) < +∞ giŘ kŘje α, β} . TŘ stoiqe§a tŔc klŘsewc Schwartz ĹnalŰontai Ďc ĹjroŢsmata suqnotŠtwn:

Lh̃mma 8.1.1 ¿’Estw f ∈ S . T’ote f(x) = (2π)^{−n/2} ∫ IRn e^{ix·ξ}f̂(ξ) dξ , ¡’opou

f̂(ξ) = (Ff)(ξ) = (2π)^{−n/2} ∫ IRn e^{−iξ·x}f(x) dx . (8.4)

8.1 <H ĽxŢswsh jermŞthtoc 105

>ApŞdeixh : BlŚpe W.Rudin, Functional Analysis. 2. <O telestŠc F poŰ ČrŢzetai ĹpŞ tŠn (8.4) ŃnomŘzetai metasqhmatismŞc Fourier. ^Eqei dŚ tŢc ĄxŔc ŊdiŞthtec:

PrŞtash 8.1.2 ¿’Estw S ¡h kl’ash Schwartz ¿ep’i to~u IR^n. T’ote ¿isq’uoun t’a ¿ak’olouja:

1. ¡O metasqhmatism’oc Fourier Ff = f̂ , ¡or’izetai gi’a k’aje stoiqe~io t~hc f|1|inS ka’i ¿apotele~i telest’h 1-1 ka’i ¿ep’i st’hn S.

2. ¡O ¿ant’istrofoc metasqhmatism’oc Fourier ¡or’izetai ¡wc f(x) = (F^{−1}f̂)(x) = (2π)^{−n/2} ∫ IRn e^{ix·ξ}f̂ (ξ) dξ . 3. ¿Isq’uoun ¿ep’ishc t’a ¡ex~hc F (D^αf) = (iξ)^α(Ff)(ξ) grammik’o

>ApŞdeixh : BlŚpe W.Rudin, Functional Analysis. 2.